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L'ANALYSE DE DESCARTES 

Pour découvrir , fans le fecours du 
Calcul Différentiel , les Proprie- 
tés , ou A flFedions principales des 
Lignes Géométriques de tous 
les Ordres. 

flir JEAN PAUL DE SUA DE 

MALVES y [Prêtre, iTeforier de nc^-^nW 
fEgUfe Collégiale r & Seculkre de 
S. Jean de Menigoute , Acadéfni^ 
cien de f Académie Royale de Borz 
deauxs , 

A PARIS, 
Chez B m AS SON, Libraire, rue 

S. Jacques , à la Science. 
P I G E T , Quai des Auguftins i 
à rimage S. Jacques. 
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'Avec Affrobation & Privilège du Ro^i 



En 




A SON ALTESSE 

SERENISSIME 

MONSEIGNEUR 

fi-E COMTE DE CLERMONT» 




ONSEIGNEUR, 



^e dois a, mm aj^pUcation 
4HX Mathmatic^ues le précieux 
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iv E PITRE 

avantage d'être connu de y o- 

TRE ALTESSE S E R E- 

K I S S I M E ; & depuis que 
fat V honneur de t approcher ^ 
fat fouvent éprouve les effets de 
la puiffante proteSiion quelle ac- 
corde à ceux qui cultivent les 
Sciences > ou les Arts* Animé ^ 
jdONSEiGNEUR, par cef 

glorieufes marques de ^ la bien- 
veillance de VOTRE AL- 
TESSE SERENISSI ME 

f ai redoublé mes efforts pour m* en 
rendre digne. V Ouvrage que je 
prends la liberté de lui préfente f 
en eft le premier fiuit. S'il ne 
repond pas à ce quun ]i grand 
motij aurait dû produire , au 
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tminSiCn me donnant occafion de 
publier les hontes dont v o T R E 

ALTESSE SERENiSSiME 

a daigné m honorer , iîfervira à 
encourager ceux à qui un génie 
heureux pourra promettre plus 
dejûccès. 

Je fris avec un très-profond 
rejpeéi, 

MONSEIGNEUR, 

DE VOTBJÎ ALTESSE SERIKISSIMI 



Le trh - humble & trh - obiipHt 
Serviteur de euA de malves. 

?Jlj 
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Rien ne fâtisfaic davantage dans 
rétude de la Géométrie que de 
éécoavnx de nouvelles ventés , fur 
tout de ces vérités iingulieres que les 
^ropofitions élémentaires d'où elles 
font déduites li'auroJent point d'abord 
çaru renfermer : mais il n'eft pas moins 
mile y & il eft fouvent aufli difficile de 
iappeller à leurs vrais principes des 
connoiffànces acquifes par des voyes 
éloignées , ou peu direûes ; il eft 
même prcfqu'fmpoffible qu^un pareil 
travail ne conduifc à des découvertes 
particulières aufquelles on ne feroit 
point parvenu par d'autres moyens. 

La clarté^ & la (implicite forment 
en- effet le premier càradtere des vrais 
principes' fur Icfquels les démonttra- 
tions mathématiques doivent être 
fondées , & par là ces principes nous 
donnent la facilité d appercevoir com- 
me d'un coup d'œil Tétenduc précife 
des' concluions que nous en tirons y 

♦ iiij 
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ils font d'ailleurs .héceflairemcnt. ett 

Eetit nombre , ce qui fait que nouy 
lififlbns aîfèment les rapports qu'ont 
cnw'elles tçute^ les pc.opofinous qui 
en dépendent ^ eofin,puifquilsont im- 
médiatement leur fource dans la na- 
ture de leur objet , ils font auljî pat 
cette raifon d'une fécondité qui rem- 
plit .comme d'elle-même les vuides 
que laiflcroîent des vérités détachées , 
qu*an pourroît devoir à des princi- 
pes diffetens : fécondité d'où nailTent 
naturellement ces chaînes non inter- 
rompues de conféquences qui font féer- 
ies capables de compofer un vérita- 
ble corps de fcience. 

Plus ces réflexions paroîtront fra* 
pantes, plus au ffi on devra s'étonner 
de ce qu^on n'a point encore eflayé de 
fe pafler autant qu'il feroit poffible dtt 
Calcul Différentiel dans la recherche 
des Propriétés, ou AfFeûions des Li- 
gnes Géométriques. La confideration 
des Equations Algébriques de Degré$ 
plus ou moins élevés fait d'un èoté 
l'objet précis de^ l'Analyfe de Def- 
cartes. Si d'ailleurs les Lignes Géo- 
métriques font nommées^ Géométri- 
ques , fî on les diftingue en des Otdtes 
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idiâPerens , c'eft en tant qu'elles font 
définies pat des Equations. Il paroic 
donc fuivie de - là que c'eft l'Ana- 
lyfe de Defcartes , & non celle des 
Infiniment Petits qui devroit fournir 
les moyens principaux , & les plus na« 
turels de découvrir les propriétés de 
ces Lignes^ 

J'avoucrai^fcpendant que , par ta 
nature même de l'Analyfe de Defcar^ 
tes , Tufage qu'on en peut faire dans 
la recherche dont je parle cft né^ 
ccffàiren^ent borné. Entrera- t'il des 
expreflions DifFerentielles dans les ra« 
ports donnés d*un Problème , ou pour^ 
ra-t'il entrer de femblables expref- 
(lons dans les raports que la Solu- 
tion de ce Problême doit déterminer ? 
par exemple,s'agira-t'il de quelque Ef- 
tèâionfur des Courbes Mécaniques , 
ou bien faudra-t'il -affigner la valeur 
de TArc , ou de l'Aire d*une Courbe 
même Géométrique ? ces deux cas , 
qui font les feuls où l'illudre M. New- 
ton ait employé le Calcul des Infini- 
mens Petits , detaanderoiH en efRc 
qu'on ait nécefTàirement recours aus 
Equations Differcntielles , & qu'oi» 
iupplée par là au peu d'étendue de| 

f Y 
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Equations ordinaires y car j'évite de" 
dire au défaut dé TAaalyfe ordinaire ,. 
parce qu'il feroit injufte de repro- 
cher à une Méthode qu'elle ne donne 
pas les moyens de connoître ce que 
fa nature n^ pcrnact pas qu'elle fafle^ 
dîéçoàvrir. 

Mais il tfeneft pas ainiî dès rap-^ 
ports que peuvent av(ii|. les Paramê. 
très des Lignes-Géométriques avec les* 
dillances de leur Origine à lepr Points- 
d'Inflexion ^ou de Rebrouffement , on 
pj^s généralement à tous leurs Points 
Singuh'ers > our Multiples , ou encore 
aux Affymptotes de leurs difterentes. 
Branches Infiiiies; il n'en eft pas noa 
plus de même da< rapoct des Abfcines 
avec les Soutangentes des Points cor- 
refpondans Simples, oUvMultiples, Or- 
éinaites, ou SinguHers , ni enfin de 
celui que les Paramètres de la Cour^. 
be-, & le Sinus dé l'Angle de fes Coor- 
données ontauxSinu6 des Angles que 
les dernières directions des Branches 
Infiifîes peuvent former avec ces Co»- 
of données. Au contraire dans tous les 
:raports de ce genre l'un des Termes 
doit néceffairement être exprimable 
Algébriquement par l'autre , & la dé- 



PRE F 'A CE. xj 

rcrminatîon de ces raports eft par con- 
/^équent un des objets les plus natu- 
*rels de TAnalyfe deDefcartcs. Pcnfcr 
autremeiît ce feroit ne point connoî- 
tre toute Tétenduë de la Méthode des 
Indéterminées , découverte la plus im- 
portante qu'ait fait en Géométrie ce 
Philofophe profond , rOrnement & 
de notre nati#n ,& de fon ficelé , qui 
pfa le premier ouvrir au commun des 
hommes le chemin de la vérité pref- 
qu'inconnu , & peu frayé jufqu'alors , 
à qui par -là toutes les Sciences ont eu 
à la fois obligation,, dont toutes les 
penfces ont été fécondes , dont les 
fautes mêmes ont été celles d'un granci 
.homme. 

Les idées qiie, je viens de dévelop. 
per s'étoienc déjà préfttirées à moi il 
y a quelques années , & ce fut à peu 
- près dans ce te m s que je commençai 
la leâ:ure de VEnumeration des Li^. 
gnes Jm troipéme Ordre far M. iVl?*- 
ton. Ce Géomètre, dont tous les Ou- 
vrages portent un caractère fingulier 
de fiiblimité , paroît en particulier 
dans celui-ci s'être élevé à une hau- 
teur imroenfejà laquelle tout autre gc* 
oiic moins pénétrant^ &: moins fort que 
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le fien auroit tenté vainement d*àttéîrtî* 
dre : maïs la route qu'il" a tenue dans ^ 
«ne entreprife fi difficile fe dérobe aux 
yeux de ceux qui apperçaivent avec 
éconnement le degré d'élévation au- 
quel il eft parvenu, Oft doîr cepen- 
dant en excepter quelques légères trac- 
ées qu'il a eu foîn de biffer fur font 
paffage aux endroits qui avoient mê- 
me qu'il s'y arrêtât plus long-tems-. 
Ces endroits au réfte fontprefque tou-- 
jours affèa drftans les? uns des antrey. 
Si Ton fe propofè donc de fuivre la 
me nie carrière , on eft obligé de fe 
guider foi-même dans de longs înter-^ 
vales; &,lorfqu*on cflaye de le faire, 
on trouve bientôt qu'il n'eft guère 
poffible d'y réuffir qua l'aide de l'A- 
nalyfedeDefcirtes,portée même à un 
degré de perfcfticfn que le fcul M. 
J^ewton paroît avoir connu. 

Je fus convaincu de cette vérité 
jpar ma propre expérience. Le def» 
fein que |'avois conçu de fupplécr, 
«'il m'étoit poffible , les preuves , qui 
manquent dans le Traité de M. New- 
ton m'engagea infenfiblement à exa- 
miner de plus près qu'on n'avoit fak 
encore la nature^ & les propriétés de). 
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Equations Algébriques 5 je me fervis 
des Indéterminées poot fransformcr 
ces Equations de diâèrentes manières 
nouvelles y je tirai enfin de (a confL 
dcration de femblables Transformées 
des conféquences aufquelles le pins 
/buvent il ctoit difficile de prévoirque 
cette confideration pourrait s'étendre.. 
Mais fi ce ne fut qaà ce prix 
que je pus parvenir aux Démonftra. 
tionsque je cherchois principalement , 
d*an autre côté Futilité de mon tra- 
vail ne fe borna pas au feul avantage 
de les avoir trouvées. En effet les 
premières vues que ce rravaif m^à- 
yoit fournies, m'ont fait auflî dé- 
couvrir depuis un grand nombre d*u. 
làges inconnus jufqu^à préfent , aufl 
quels l'Analyfe de Defcartes peut être 
employée avec plus de fiicccs que le 
Calcul Différentiel. L'Ouvrage que îe 
met» au jour a furtout pour objet d'ex-' 
pliquer 6c de démontrer tous ces nou- 
veaux ufages , & à cet égard il peut 
être regardé comme Pextenfion des 
penfées de deux grands hommes qui , 
fi l'on héfite encore à accorder à l'un 
d eux la fuperîorîtc fur l'autre , in- 
ConteRablement an moins ont été 
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Pun 8c l'autre les premiers entrd ton* 
fcurs contemporains. 

Cet Ouvrage fera divifé en troî» 
Scékiohs. - 

La première qui aura peu d'éten- 
due , contiendra ' une Méthode pour 
trouver les Centres généraux des Li- 
gnes Géométriques: de tous les Or- 
ares. Cette Métiiodeett^ autant que je* 
peux le fçavoir,la feule qui ait été- 
donnée Jufqu'ici pour une Effèdlioii 
fertiblable. Cependant, fi je Tai mifeà 
la tête de mon Livre , ce n'eft poinr 
paT rapport à fa nouveauté, Se ce n'eflr 
pas non plus que Tinvention des Cen- 
tres fodt néceffaire pour la Solution der 
Problêmes qu'on trouvera dans les 
Serions fui vantes, h^ feule raifon qui 
m*a porté à commencer par cette Méi 
thode c'eft que la démonftration que 
j'en donne- employé à la fois la plut 
grande partie 6u des Principes ou des 
Transforrpations dont je fais ufagr 
dans tout le refte de l'Ouvrage , &r 
que par là elle eft très-propre à faire 
appercevoir comme d'un coup d'œil k 
fuite d'Axiomes , ou de Pratiques faci- 
les qui doit fcrvir comme de Baze à 
toutes les vérités que je me propofedc 
démontrer. 
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Dansr la féconde Seâion j*éxpofe 
mes Piincipes dans un plus grand )our^. 
Se je décris plus au long les diâ^rences^ 
Transformations que j'ai imaginées 
pour parveDir à faire connotcce leS' 
Afièâions principales des Lignes Géo« 
métriques. Je découvre enfuite une 
Analogie fmguliere entre le réfultac de 
la plupart de mes Transformations , Ô6 
€elui des Diâerentiations ordinaires ^ 
Se cette Analogie me fert à abréger ^ 
& à faciliter beaucoup la Pratique de 
mes propres Régies» 

Avec ces fccours j'enfèîgne à dé- 
terminer tout ce qnî concerne les 
Branches Infinies qui peuvent fe ren* 
contrer dans les Lignes Géométriques, 
foit que la dernière diredion de ces 
Branches doive être la même que 
celle des Ordonnées , foit qu'elle doi«« 
,ve être diflfcrente , foit qu'en ce cas , 
Se fuppofant de plus Tes Branches Hyu 
perboliques, T AUymptpte de ces Bran;* 
ches doive paffer par l'Origine, foie 
qu'elle doive en être plus ou moins 
éloignée. J'enfeigne de même à déter- 
miner à cous égards . tous les Points 
Simples, ou Multiples, Ordinaires, 
ou Singuliers qui peuvent fe rencon- 
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trer dans les Lignes Géometrîqcresr^ 
foie que ces Points doivent , comme je? 
le fuppofe d'abord , être placés dans 
rOrigîne môme, foit qu'ils deviennent 
autant de Sommets def la Genrbe , foit 
qu'ils puiffènt être ficués dans cette 
Courbe en tel endroit qu'on voudra 
l'imaginet. Enfin je fais une Enumera- 
tion exaâ:e& des différentes Efpece» 
de Branches Infinies^ & des difFerentej 
Efpeces de Points dont les Lignes Géo. 
métriques font fuifcepcibles [ufques 
dans les cinq premiers Ordres. 

Les Réflexions fur lêfqueUes mes 
Kegles font fondées m^ont conduit 
à quelques Remarques que j'ai 
placées en differens ctidroits de cette 
Seâion. 

Je prouva, par exemple, à la fuite du - 
Lemme premier , que deux Branches 
Infinies Conjuguées l'une à l'autre Hy- 
perboliques , ou Paraboliques ne peu^ 
vent fe difpofer l'une par raport à 
l'autre que de trois façons difFerentes^ 
Je fais voir de même à la fuite du? Lem- 
me fécond que deux parties d'une Bran- 
che dcCourbe ne peuvent s'unir l'une à 
l'autre que par desPoints de tfois figus. 
' ires difif^rences^ Se la démonfttatioD que 
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)t Aonûe de cette vérité me fert aoffi à 
démontrer i'impoffibilité duPoim qu'- 
on nomme communément Rebroufle- 
ment de la féconde ËfpecejPoHit qu'on 
avoic toujours cru poflible depuis que 
Mr ie Marquisde THopital en avoir fui. 
pofé rexiftence,& donné là defcription^ 

Plus loin j'établis des Analogies 
fiogulieres entre les moyens que foiifw 
nit la confideration des Equations des 
Courbos^ ptmr connor&re d'un côté les 
differens Points de ces Courbes , Se 
d'un autre côté leurs diffcxcns Sy/l£mes 
de Branches Infinies à direâions pa.^ 
ralleles les unes a\ît autres. Je trouve 
la fource de ces Analogies dans la 
Théorie des Ombres, ou Projeârions 
des Courbes, & j*en prends occafioa 
de traiter cette dernière matière beau- 
coup plus généralement .qu'on ne Ta- 
voit fait encore. 

En d'autres endroits je démontre 
par mes Méthodes diflferentes Proprie- 
tés ou des Courbes en général , ou des 
Lignes du troificme Ordre en particu-* 
lier : Propriétés dont la Découverte 
eA duc à M. Newton , & qui depuis 
qu'on les connoiiïbit , ou n'avoîent 
point été démontrées ^oune lavoient 



t^\l^ put f A et. ' 

été que par des moyens moins dire^r 
& moins (impies que ceux dont )e me 
fers. J'en ajoute même une nouvelle- 
qui regarde la lîtuation r^fpeâivedes 
Points d*ïn&éxion y 8c àcs( Branches !n^ 
finies i Diamètres dans lesLignes da iroî- 
fiéme Qrdrey& qui m^'a paru mériter 
de n'être poinrpaffée feus filence. 

• Enfin dans une de mes dernieres< 
Remarques |e fais un Pkralleic diîs Mé- 
thodes que fsti données précédemment 
pour trouver tous les PointsSinguliers,. 
€Ni Multiples des Courbes avec celles* 
que leCalcul CMfFerenttel fournit pouc 
trouver tes Points d'hifléxion , & de^ 
Rebrouff*ment. Entrant à ce fujet dans* 
lès- principes mêmes da Calcul Diflfe^ 
irentiel j'indique des moyens pour don-^ 
net aux Régies qu'on peut tirer de c& 
Calcul plus d'étendue qu'on ne leur ea 
a Jonné jufqu'ici j & malgré cela il re-» 
lulté toujours de ma comparaifon que- 
c'eft du côté de mes Nféthodes que fe' 
trouve l'avantage* d'une plus grande 
fimplicité, & d'une plus grande fécon> 
dîté dans les principes,& en même tcms- 
d'ùne plus grande facilité dans l'exéca- 
tion. 

L^importance dont il étoic de faire.' 
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fkmÎT le mieux qae je pourrois tin p2u« 
reil avantage ma mis dans la nécef* 
£te de remarquer diiFercntes erreurs ^ 
dans leiqueiles font' tombés de grand)» 
Géomètres ou pour avoir ¥oolu )VL^ 
ger de la nature des Peines Singuliers^ 
ou Multiple» par les principes du Cal- 
cul Différentiel peu faciles à manier^ 
ou faute d avoir porté rAnalyfe or-r 
dinaire au de&ré de pcrfeâipn qui au-» 
ïoit étcnéccfiairepour pouvoir s'en fer-^ 
vir heureufement. dans la Solution de» 
Problème» quils s*ètoicnt propofés. Si 
Von me fiait connoîrre que j'ayeeu tort 
de regarder comme des i&utes ce que 
j'ai repris dans les Ouvrages de ces Au-t 
teurs , je faifîrai en ce cas avec ardeo^ 
la première occafîon d'en convenir 
publiquement : fi au contraire j'ai 
été fondé à combattre leurs fenti-^ 
œens , j'efpere auffi qu'ils ne defa- 
prouveront pas qu-aptès avoir rend» 
à leurs talens, & à leurs lumières toute 
la juftice que je,-dcvois , je me fois fer- 
yi de leur exemple pour éclairer ceux 
qui , marcËant après eux dans les me* 
mes routée , pourroient y rencontrer 
hs mêmes écueils. 

Qt^lques Leâeiurs fouhaiteroiene 
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peut-être quà la fuite de chactmel 
des Régies , ou des Méthodes qui Ce 
crouvent répandues dans cette Seâion 
î'euilè joinc un,a\i plufieurs^ExempieSr 
propres à en éclaircir davantage l'é* 
Qoncé, & à en rendre en nrême tcms 
la pratique plus facile: nrais le nom- 
bre de ces Règles eft fi confidetabie , 
que pour en ufet deia forte j'aurois été 
©bligé de groflîr beaucoup mon Lî-' 
vre , ce qui pou voit épuifer enfin l'at- 
tention du LeAeur , & même lui eau- 
fer de l'ennui. Par cette raifon je me 
fuis contenté dans cette Seâion de 
donner à mes Régies des énoncés très- 
clairs, & de faire enforte d'un autre 
côté qu'elles fè prétaffent mutuelle- 
snent du jour p^r une Analogie fou- 
tenue autant que la matière le com- 
porteroit , me refervant à placer plus 
loin quelques Problèmes , ou Exem- 
ples GenerauXjdans chacun defquels je 
trouverois occafion de faire à la fois 
l'application de plufieurs de mes Rè- 
gles. 

Ce font ces Problêmes qui com- 
pofent ma troifiéme Seûion. Comme 
cependant il auroît été difficile qn'ou 
câc goûcé plufieurs Exemples rapoctés 
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fans interruption à la fuite les uns cfet 
autres > j'ai eu foin d'y mêler cliflFè« 
rentes Rémarques que -j ai toujours 
choides entre celles qui m'ont para 
pu naître le plus naturellement du fa- 
jet , ou être les plus intereffantes. 

Cette raifon a auflî contribué à sic 
faire (|^erer jufqu'à cette Seâion de 
donner quelques Méthodes,quî avoienc 
d'ailleurs peu de raport avex: les précé-r 
<Ientes , Se qui étoient de nature jà de-* 
mander pluspartkulierement d^ n'être 
point féparées des Exemples aufqueis 
je devoîs les appliquer. 

£nfin c'eft-encore dans la même vue 
que j'ai placé imn>édiatement avant le 
dernier ft:oblême une Propofition que 
j'y démontre d'une manière nouvelle, 
&qui,ayant pour objet défaire connoî- 
tre comment les Branches desCourbe$ 
peuvent fe termîner,auroit trouvé âufll 
naturellement fa place vers le com» 
mencement de la féconde, ou de U 
troifiéme Sedion. , 

L'expofition que je viens de faire 

de cet Ouvrage fuflSt ce me femble 

pour fe convaincre que, fi j'ai réu(S 

dans le deflfein que je m'y fuis propo^ 

Ht 3 Tufage du Calcal I>iâ^rentiei dtk 



AVIS AU RELIEUR. 

Le Relieur fera attention à quel^ 
qùts Cartons dont le f rentier qui efi 
four les Pages îJ^^ létieMa Un au- 
tre feuillet qu il faut flacer entre la 
Tréface ^ le Livre, ^ oh Je prouve 
t Errata. ! 

A coté àe chacun des autres Car^ 
tons on a eu foin de joindre un feuillet 
blanc afin quon fût relier fans ks 
scier, ' 

Le l^elieurfera de même attention 
a quatre Planches qui fuivent ï or^ 
Are des chifres des Figures quelles 
contiennent. Elles doivent être mifes 
h la fin au Livre , ^fouvoir enfor* 
tin Elles ne font enfembU quunjeul 
cahier ^ la fremiere tenant a l/nqua^ 
triéme^ ^ la féconde a la troipime. 
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USAGES 

DE L'ANALYSE 

DE DESCARTES.. •&€• 

5[ECTI0N PREMIERE 
MÉTHODE 

Tour trouver les Centres généraux des 

Lignes Géométriques de tous les 

Ordres.] 



DEFINITION 
Des Centres ginérMux. 

GN nommera dans cet Ou- 
vrage Centre général d une 
Courbe un Point de fon Plan, 
comnïzA^Ftg. i, x,& } ),dans 



K)nt y pafler feront, coupées de : 
manière que leurs parties cortu 
"prifes entre ce point, & les diffc* - 
rentes j^ranchps de Courbes quV 
ellqs rencontreront d'un, côté 
foient égales aux parties comprî- 
fes entre ce mcrne poînt,& les dif- 
férentes Branches qu'elles ren- 
contreront de l'autre , cliacune à 
chacune : d'où il fuit que, fi Ton 
fuppofe un ceil plaç^ dans le 
Centre général d'une Courbe 
quelconque y les parties diamé* 
tralement oppofées de cette Cour- 
be lui préfenteront en tout fens 
une fymétrie parfaite. 

• PROBLEME. 

Déterminer en fremier lieu fi une 
Ligne frofofèe f^rfon Equation 
/^ un Centre général , en fécond 
lieu dans quelles conditii>ns elles 

' fourroit en acquérir un , é^ enfin 
âany quel fèini du Plan fur /e- 
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quel elleejt décrite kn tel Centre 
feut être flaçé. 

ANALYSE DU PROBLEME. 

Comme POrîgîne des Coor- 
àonnèts d une Courbe eft de cousf 
les points de fon Plaiï celui fur 
fè^uct fon Equat;ion peut donnée 
|)îas- de connoiflances , nous aW 
Ions d'abord, en ajoutant refpcc- 
dvement à FAbfcifle & a POr- 
donoée les deux Indétermmées 
f> V ôc ^ , tranfporter l'Or?gîiTe en. 
nvt point quelconque. Nouî fup- 
poferons enfuîte queceluî ou il 
aura été tranfporcé foii en effet, 
ùtt Centre général, ce quî'.cop- 
d-nir^ & à la dérermfnatîop de jp;, 
& de q convenablts'pbnrcda , 
& à la tonnoiffamr'e dés cotidî- 
dîons d'où dépend l-exiftence 
d'Un tel Centre. ' ' * 

•- Or ftrppofer qurrÇJrîgfpëfort 
en Ctntrepî.nércrl c'eft , (ç\(m \tL 
Définitîon^pféccdente , fâppofcr 

Aij 
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auffi que , quelle que pufffe être 
la direâion des Ordonnées» leurs 
diâFerentes valeurs pofîtives , lorf- 
qu'elles répondront à une Abf- 
ciiTe nulle » feront égales d leurs 
différences valeurs negacives^cha* 
cune à chacune. 

De plus, pour transformer une 
Equation de Courbe » dont les 
Coordonnées font x, Scy > de fa* 
çon que la fit nation de fon Or- 
donnée devienne quelconque» 
il fuffit (m^icn étant deux nom« 
bres indéterminés, n pouvant en 
particulier être pofîcit,ou néga* 
cif, &;&,&!# devant exprimer 
les Coordonnées nouvelles ) de 
fubftituer refpeâivement à la 

i>lace de X , & àcy les deux va* 
eurs s;,-^nu^ iiLmu i c^T foie 
A{Fig. 4. 5. ) "^ point quelcon- 
que de la Courbe, O POrigine, 
OCzzix , AC =/ , AB une nou- 
velle Ordonnée au fpême point 
A 9 mais dans une direâion quel- 



conque , & pnifque les Angle» 
BAC j ABC foncaufl] qùelcon^ 
ques , le rapport des deux Côtés 
AC , BC du Triangle ABC à fon 
troifîéme AB pourra être cx« 
primé par celui que les deux 
nombres indéterminés mM n ont 
â l'unité: en forte que fi Ton 
Bomme AB , u , AC , ou j foir 
ZiimuyU BC^iznn^bi fi on fait 
encore OB'=:zz,^ OC^ ou x devien*- 
se rz ;& ^ If ly. Donc récipro- 
quement fi 7, & X font fupppfés 
égales i mu^lili ;&+ ifn, on en 

peut conclure que la nouvelle 
Ordonnée eft généralement con- 
fiderée dans toutes les fituations 
poffibles. 

Dts remarques précédentes il 
fuit que , pour réfoudre le Pro- 
blême , il faut ne fe point con« 
tenter d'augmenter des quantités 
^ 9 & a les deux Coordonnées y 
mz\s lubftîtuer f-^ A'+^nu i 

A • • • 

A iij 
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îa ^U<^e de x,& q-^^màkh plac« 
de jf , faire eofuice datis la Tranf*: 
formée z^zz:0 9 &c eofia fuppoler 

Sut dans cet état fes Hacines por 
tiîveç deyicnncnt égales à Ce» 
Racmes négatives , chacune à 
chacutife, où cequieil la mèma 
cfeôfe.fuppofer égaux à zccq tout 
fcs Cpeffiçièûs .de fes TcrmM 
yaîlrs,jik de icej Egaiités\fa|)pofécs 
{m%iéL jtf.reftani rou jonrs.^tmoon*» 
qoes ) devront refulcex & lesdé; 
tcrminatîons de/r, &:de^ pro* 
près à porter au Centre, ôclei 
éobclit?ons'de Ton exiftence. 

Màîs 'ces opérations peuvent 
être abrégées i^. parce qu'au 
lieu de faire z,'=:o dans la Trapf- 
formée qxii proviendroit de. la 

fuBftitution de /> Tf-j2i,-+-V^àlia^ 

placç de a: , & de q^mu à lai 

place dey j il fuffit de prendre^ 
tout d\in coup> & plus fimple- 
mem la Transformée provenais- 



• aa lieu 'de x ,icék ^ H- mu i la 

J)lace'de^r 

'^ li a^iOn cïflbflôtira'^ncènr avec 
•^tes 44 lâdlitë les âiflferéns Tcr- 
•mes'<ié^ cette dernière Transfor- 

ittëe qiï on aarôît en fabftUiianc 
]p -4- »«i , 8c jr ^- mti , au liçu de v , 
>it de ^ dans la Propofée^ fi ron 
-ftfppof& âVoif^ fubftûûé d'abord 
^;^H-d>xr, Kj'-^d;^ en U plate de x, 
-&de^,&: qu'èiiftjke' dam tes 
-cîiffércns réfultats de cette fubfti- 
-tutîon on fuppofe ettcore que x^^ 
y y d#i:V& dj' repr^fement relpedi^ 
vemenc f-^q^nuy mu. 

: Ei^èlfec ff rèn^bà^inîc des- dlf- 
.fer^ntes DifFer^ntielles de la Prq- 
pofée toutes les DiflPerences d'un 
genre fupérieur au premier, & 
^uW ie§ divî^e ik féconde par 
% via troîfiénte pari i 8t par- 3;, 
la quatrième par z , par 5 , & par 
^... &c. , c^^ différentes DifFc- 
rentîclles ainfî préparées dol- . 

Aiiij 
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Saurin r & Bj^reQuUi *r don-açr 
exaâemenc , mais dai>5 up ord^e 
renvcrfé kf/îTiembrçs, difFerens 
de la.Transformçe^jcj^uf provjçii- 
-droit d'avoir fiibftiwé x-^dxy&C 
^^^dj^àulieu de x,,&i de^da^s 
Ja Propbfée. Les réfultats d'une 
ipareille fubftifatJQn font donc 
■tacîlés à çonnôîcreiawrnoyen des 
^DifFerenciaciQns , & p^ir confér 
.quenc combinant tons les prin- 
cipes que nous avons établis juf- 
qu'icî on pourra généralement 
^n déduire ia Régie fui vante. ^ 

REGLE OU. METHQaE 

^^ contient U Solution générak 
du Trohlême, 

Pour réfoudre Je Problème cil 
jprendra d'abord.p^r:prd|'e5&À 

* Voy. Mém. de l'Acad. Roy. des Science» 
^de Pans an. 171^ Pag. 377> & a». t7i> Pafr 
-fî.Ediiioti de Paris. , . ,> 
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Vcxceptîoo de la der^re féii!a* 
ment toutes les Dfim'emielks 
:<ju*on pourra tirçrde la Prépor 
ifée , en obrervaac d'çvi bannir 
toutes les Différences d'an.geniie 
fupérieur au premier ( & avec 
cette^ rellrjûion on ne pourrç^ît 
parvenir qu'à la DifFerentiatîon 
dont l'Expofant feroit égal à cC'» 
celui du Degré de TEq nation). 
En fécond lieu dans toutes lei 
DifFerentiellesd'unDegré impair^ 
il l'Equation propofée eft d'un 
Degré pair , ou dans toutes celles 
d'«n degré pair V fi cette Equa^ 
iion eft d'un: Degré impair » au» 
^uel cas on Q'oublieroît pas^ l'E?» 
quatipn. elle- même , qui feroit 
regardée comme la Differenttélle 
du Degré zéro , dans toutes ces 
DiflRereiitîélleés on fera iéparé* 
•ment chaque Terme zzi o après 
Jes avoir ordonnées par rapport 
à l'une à^s Différences djr, ou dx, 
& il en rcfukeraies valeurs de. ac> 



1 



ic de y propres à porter au Ceii- 
«tre geneMR > ainfi que les con- 
•étions f fur lôs Coefficîets de la 
^J^ropdfé» aufc^lles fera attachée 
rcxilleiûce d^ûii Poim pareil. . 

EXEMPLE PREMIER^ 

,♦ ,So!t prôpofée rEqqaûoo . di;! 
Cercle {yy si= z/^xt^-^x ) : 'cdmmp 
'lelle eft d*un Degré' pair , & du- 
•qiiel on né peut tirer à notre ma- 
'nîere qu'une feule Différentielle 
Jmg^ejj fçavoir ^a première qi\r 
•cft ( ajrd^— -i/i^+Nrjf. dx=:p)v 
je faîs féparémetit rr'o chaccrà 
des Termes . de cette*^premierfe 
pifÇîr^nf jelle. , &, ,çela. ..d^npf 
iyjzzj)i [ic::aa)^^ pwnr de 
«rondition: 5 d'oil' on peut jcon* 
dure que le Lieu de rEquatioii 
propofée a néceflairement. un 
Centre générai. >. que. ce Centre 



IX 

j èft plâcé fur rAxe-mêmei& à 
la diftance a de VOri|înc. . ' 

::'. .1.1 ^ :::.V^-. -!-^ O 
Soit propafëe l*E4(îLt«îon géftéi 
raie à toutes les -Serions Coni- 
ques-,4iUiHS lacqttelle-npqs, dttnne-» 
rons rncme au -crémier Terme 
un Cocffitkm i^nn qu'ellepuiffe 
être cenfée 'délivrée -de- têutes 
Fraftions, & que d'^ailleurs les 
deux Coordonnées s'y trouvent 
dans un mcmeDegfé'decompli- 
catipn j elle s'exprimera donc en 
èette forte : / 

^aj/'+'bx, 

^ Or on n^en peut non plus tU 
rcr à notre manière qu*une feuler 
DifFerentîeJIe impaire, quieft la 
première > ou bien(z«y'-Hrx-+-^ 



Il 

éy ^^xmx-^ry^b. àx'SZo ) t 
& en faifam z:zo chacun de (es 
CoefHciens en particulier il en 
refulte ( i»^-4-;fx--h>»=:tf)y& 
[xmx^ry-^bz=zo)^ iefquelles 
donnent par leur rédudion , 

1 •• • • ' MM» ■ 

r tm 

rb^xnid 
* • • • • 7 «4M — ^— — 
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Xyoxx il fuit que lesSeÂioiis 
Coniques , àTexception de la feu* 
le Parabole , ont un Centre géné- 
ral , fur lequel on tombera , fi 
Ton donne à x , & i y les va* 
leurs qu'on vient d'àffigner>& 
ces valeurs ne peuvent être dif- 
ficiles à condruire, puifque m^ 
n 9 r, font des nombres entiers, 
iisyb des lignes droites données. 



Nous avons die à Texceptioa 
de la feule Parabole , parce que 
dans l'Equation particulière^ de 
cette Courbe 4^1» devient = rr» 
& ainfi fon Centre doit fe trouver 

F lacé à une diftance infinie de 
Origine ^ le Dénominateur ^n 
— rr des Bradions qui expriment 
fa diftance devenant =^. 

On peut encore conclure de- 
là que » lorfque les Equations de 
deux > ou plufieurs Seûions Co- 
niques ne difièrent que par le 
Terme ConftantyCesSeâions font 
néceflairement Concentriques. 

EXEMPLE TROISIE'ME. 

Soit propofée l'Equation que 
donne M. Newton pour le pre- 
mier cas général des Lignes du 
troifiéme Ordre , fçavoir ( xyy-\^ 
ej.:=zsx^^bx^^€X'^d). Sa pre- 
mière Différentielle eft ( xxJZfê. 
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iC la féconde, après en avoir ban- 
ni Tes fécondes Différences, efl: 
poreillemeiM: ( rx df ^^.y^dxdyt 

ZZ (J/fAT-h i^- dx* j La troîfîéme; 
€Afia ne noas eft point néceflaî-. 
re, parce cja'^lle feroit la dernière 
qu^on pourrait tirer. Or les Equa- 
tions qa on peut déduire des Dif- 
ferepuellCT de5 Degrés qui ont 
gflof . Exppfjint X y fi; o fon;. : 

5^.. . f iA:=:a)5>ouhiea(A::=3)J 
1 ^. . . { 47 =: o>>'ou bien (7 =0) 
5,^. ' • • • T ( 6/ïy_4- zi^p::;:o ) . 

4c en fiibftitiiàtît dans Ics-deqx 
deraiej;€&,les valeurs de x, & de 
^ prifes dans tes premières, c'eft-, 
a-(fire, îtero enja place de'x^Sc 
de'>, ces dernières fe change- 
r6nb* éi*<-{i*rr:o), ou bien (*— o)> 
&-M;;=î)|i. .'... .. '., -: •/:. 



D^oùofi peut conclure i^.qiic^ 
iorfque les Cour bfs défignccs par 
TEquatioû propofée auront uit 
Centre Général, ce Centre devra 
être placé dans ^Origine même > 
& en fécond fieu que ces Cour- 
bes ne peûv^ent avoir de Cen* 
rre qu'au cas , ou fous la con- 
idition que les Coefiicicùs bjticd 
manquent dans leur Equation ^ 
& c'eft là en effet ie cas où M. 
Nevton dit qu elles doivent en 
avoir {vojf, Enum.Lin. yOfà^Eff. 

3t7> 3^* 55> ^3-)- 
EXEMPLE ^ATRIETME. 

Soit propofée la Caffinoide 
dont rEquatïon , fon Origine 
étant prtfe dans le milieu de ii 
Ligne qui joint les Foyers , eft 

Ar*-4- î^*^'''-— i*'*:^© ). Sapre- 
Bttere>& fa croifîéme Diâerentiel^ 



1^ 

y^— h' ^ x\)(dx)y&C {z4ydy^ -+• 
24,^dx d^^-f- i^j/dx^dy-i' 14 
xdx^ =: o ). dr les Equations 
qu'on peut faire de la 3^0 DifFe- 
rendelle fe réduifant i{xz=:o), 
SfÇ (^ =: Q ) , & ces valeurs (^cxÇc 
écy facisfaifanc encore aux deux 
Equations qu'on pourroit tirer de 
la première Différentielle , U s*en- 
fuic 1°. queTexiftencedu Centre 
h*eft dans cet Exemple attachée 
1 aucune condition, ou que la 
Courbe en a néceffai rement un , 
& ^^o qu'il çft placé dans TQri- 
gîne/ 

REMARQJJE PREMIERE 

Oà F on fxpofe les raifom qui çnf çpp- 
fêché qu^on neftfçrvît dans l^ So^ 
lut ion du Problême précédent de Is 
jyéfinition que M. NeUfton avoit 

- déjâk donnée des Centres Généraux. 

. Quoiqu'il n'aie point çncore 

paru 
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paru de Méthode pour la déter- 
mination des Centrés généraux 
des Courbes , & que par confé* 
quent la matière que nous trat- 
tons foie abfolument nouvelle » 
on aura cependant pu voir avec 
furprife & que nous nous foyons 
écartés de laDéfinition que le cé«- 
lébre M. Nevton avoit déjà don- 
née des Centres au commence- 
ment de fon excellent Traité des 
Lignes du troifiéme Ordre, & que 
néanmoins nous foyons parvenus 
dans notre pénultième Exemple à 
àfligner pour cet Ordre de Lignes 
les mêmes conditions que lui. 

Les raifons qui nous ont por- 
tés à donner des Centres géné- 
raux une Définition différente de 
celle de ce grand Géomètre > le 
premier , & peut-être le feul qui 
)ufqu'à préfent eût parlé de ces 
Points , ont été , ' 

1®. Que l'acception naturelle 
^ordinaire du mot Centre iupi- 

B 
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pofe cercainemenc cette fymétrîe 
parfaite que nous avons dit <juc 
Toeil devroit appercevoir , s'il 
étoit tranfporté dans un Peine 
pareil. 

; 1^. Qwe la Définition de M,. 
Newton eft comprife dans la 
nôtre î en efièt , puifqu*il a nom- 
mé Centre général le concours 
des Diamètres dont les Ordon^i 
nées rencontrent la Courbe dans 
le nombre de points marqué par 
le Degré de fon Equation > il fe* 
ra facile, en fe rapellant nos 
principes, d'appercevoir que pour 
déterminer les Centres dont il a 
parlé, auffi bren que les condi- 
tions ;de leur exiftence il fuflÎ4 
roîc de faire =r o tous les mem-t 
bres de la feule pénultième D\£^ 
ferentielle. 

- -3?.. Enfin que ce n'eft qu'en 
fe fervant de notre Définition 
qu*an peut parvenir aux condi- 
tions que M. Ne^^rton a aiCgnées} 
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car fi dansTEquâtïôhcîu tfroîfie*- 
me Exemple' on faifoît feule*- 
ttient =: <y les troi^ membres de 
la féconde Diffèremielle, qui eft 
€n et cas la pénultième , on ne 
trouveroic que la première coni- 
ditjoiî ( i&r=o) , & non la fe- 
tronde ( ^:r:o) > d\>ii il paroît 
fuivrequc ceft notre Définition , 
& non la fîenne propre, que ce 
Géomètre a eu en yûc iorfqu'il 
a dccerminé lès Cencres des Li- 
gnes du troifiérfte Ordre. Une 
nouvelle preuve de cette vérité , 
c'eft que dans les Efpcces % 4 , 
15 , 26 , z8 , 15 , 30, 51 , & 
lîiême (fi Ton ajégard aux Raci- 
nés imaginaires ) dans rEfpecc 
3 2,&dans plufieurs autres TO- 
rîgîne eft certainement un con- 
cours général de Diamètres, puif- 
que toutes les Droites qui y paf- 
fcHt y fohc coupées de manière 
^ue k fôm'me des deux parties 
réel'lteSj ou imaginaires comprifes 

Bij 



d'an €Ôié «A toujours égale i 
la partie réeile çomprife cie Tau^ 
cre , & cependant M. Newton 
n'a point prétendu que dans ces 
Courbes TOrigine fût un Centre 
général. 

L'on ne doit point penfer non 
plus que M. Newton , ait en-^ 
tendu par le mot de Centre le 
concours Se des Diamètres donc 
les Ordonnées rencontreroient la 
Courbe en trois points , ic de 
ceux dont les Appliquées ne la 
pourroient rencontrer qu'en deux 
points feulement $ car il eft en* 
core facile de fe convaincre par 
nos principes que la nouvelle 
condition de ce concours doit fe 
trouirer en fubflituant dans Tan» 
tcpenuUiéme Différentielle la va- 
leur de dx en dy , ou de dy en dx 
prile de la dernîre égalée en en- 
tier à zéro. Or dans le cas de 
l'Exemple troifiéme une pareille 
fubflicution donnerolt pour qua^^ 



triéme Ëquâtibn ( ^ i=: ^ J , & itbfl 
(4Î=:o)> en effet dans la i%^^ 
Efpece , où un tel concours a lieu 
on aà la fois (^ = 0), {r=:o), 
& (fr=o), & par conféqacnc 
Afonhfi { ^ = o ) . & ( r = ^). 

£c on peut conclure de là de 
quelle, manière il faudriMt s'y 
'prendre pour trouver dans des 
Ordres de Lignes fuperîears au 
troifiéme les concours de Dia* 
jfnétres donc les Ordonnées ren- 
concreroiene la Courbe en tel 
nombre de points qu'on veudroic 
afiigner«. 

REMARQUE SECONDE 

Ou ton Annonce les frinci faux ufa^ 
ges au/quels peuvent s'employer 
les principes qui ont été établis 
si - dcffus. 

L'utilité dei obfervarîons par 
lefquclles nous fommes parvenus 
à .refoudre le Problème précé- 
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dent , ne fe borne pas à là feule 
déterminacion dc5 Ceocres géné- 
raux des Courbes. Comme nous 
avons développé en quelque ma-» 
nicre dans ces obfervaciôns les 
rappofts les plus fecrcrs de l'Ana- 
lyfe ordinaire, & du Calcul DiF- 
fereotiel , on doit voir au con- 
traire que prefque tout ce qu'on 
cft jufqu'ici venu à bout de con-, 
noître par le moyen de ce CaU 
cul pourra déformais fc décoip-. 
vrir d'une mànjere au moins aufli 
courte,& ( on ofe l'avancer ) plu^. 
fîmple,&: plus naturelle par fe 
fecours de la feule Analyfe. Les 
Règles ingenieufes qu'ont don^-^ 
nées deux illuftres Membres de^ 
l'Académie Royale des Sciences 
de Paris > Meflieurs Bernoulli,î& 
Saurîn,pour décermîner les Tan- 
gentes des Points Multiples, 6c 
félon lefquelles il cft laeceffitîre 
pour cela de faire Tucceffivement- 
pliifieurs DiâFcrenciations^iedé*-» 
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duîront en particulier <rès-fe-r 

cilemenc des principes que nois% 
avons pofés > & on pourra ge-rî 
ueralemenc les employer ces 
principes à découvrir le iieu>& 
les diredions de tous les Points 
Singuliers , ou Remarquables des 
Courbes , auflî bien que de leurs 
différentes Branches Infinies > il 
faudra pour cela déterminer d*a- 
bord quels Symptômes il doic^ 

})our ainfî dire > paroScre dans 
es Equations de ces Lignes , 
lorfque de tels Points, ou de 
telles Branches y font confide- 
xés de la manière la plus fimplej 
on fuppofera enfuite que ces 
Symptômes ayent lieu en cfFet 
dans les Transformées généra- 
les qu'on tirera facilement de 
la Propoféc au moyen des Dif- 
ferentiations , & de ces diifé- 
rentes fiippofition? réfulteront- 
autant d'Equations qui déter-r 
mineront le Point , ou la.Brao»« 



elle qu'on cherchera > & les 
conditions de leur exiftence. Or 
cecce Méthode générale pouvant 
fe fubdiviferen un nombre infini 
des R.egles , nous nous contente* 
rons d'en raporter quelques-unes 
que nous choifîrons entre celles 
qui font ou les plus (impies , ou 
les plus*importantes y & nous en 
ferons incontinent après Tappli- 
cation à quelques Exemples» 

SECTION SECONDE, 

DIFFERENTES APPLICATIONS 

Des frineipes fur le/quels ejl fondée 
U Méthode frécédente. 

■V» ' ■■ . • — ■ : —^ — ■ ■ 

DEMANDES. 
Ayaoc tiré d*ui» poini: quel» 
conque A ( Fig. 6. ) deux Droites 
ABEHy ACGL , dom les direc- 
tions foieot de parc & d'atttre 
moyennes entre l'HorizomâlcôC 

U 



la Verticale , qu'on prenne fur 
rune& fur Tautre de ces lignes 
un nombre quelconque r de par- 
ties égales & confecucives AB , 
BE.EH ...^c^ACyCG^GL... 
£cc : que de plus par les divi- 
lions de chacune de celles qui 
feront de même nom , ou qui 
auront u* même Expofant » on 
mène les Droites horizontales & 
ponftuécs BCy EFG , HIKL , &c, 
& qu'on tire femblablement par 
chaque point de divifion de AH^ 
ou de AL des Droites comme 
BFK,EI,&cc,o\xCFl,GKy &ç 
parallèles à AL ou à AH , & cela 

Î)artagera Tefpace compris dans 
'Angle AHL{ quetious appelle- 
rons Triangle Algébrique )^en plu- 
sieurs petits Quarrés , dont Tune 
des Diagonales fera iréceflai re- 
nient partie de quelqu'une des 
Horizontales ponduées BCjEFG 
ou HIKL ,mais avec cette diffé- 
rence que la première Horizon- 
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ule ou lâ plus balTe de toutes «oe 
^contiendra que la Diagonale d'ua 
vQiiarré feulement > au lieu qujs 
)a féconde contiendra les Diago^ 
^ales de deux Quarrés » la troii- 
iîéme de trois ,;&c. Enfin qu*oii 
place .dans le îQuarré .que tra- 
«jerfera la pwmiere Horizontale 
BC un Ternie tout ijconnu a^ 
<iqu'ûn place 4e ixiême dans le 
.premier Quarré Ycrs la gaucbç 
<le ceux que traverfcra la fe* 
x:onde Horizontale ^EFG le Pro* 
<iuit de y Linéaire par ua 
Coefficient confiant h , & dans 
^e fécond, celui de x Linéaire 
|)ar un autre Coefficient c: qu'oa 
mette de la même manière dang 
le premier Quarré vers la gauche 
/que traverfera la troifîéme Hori- 
zontale HIKL le Produit de y* 
par un Coefficient conftant e , 
dans le fécond celui de xy (ovl 
X i une Dimenfion de plus> 6c y 
une de moins qu'auparavant) par 
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fy'Scdim le troisième celui de xx 
<ott X a encore augmeiiDé iiy 
baiiTé d*une dimeafîon ) par ^ . . » 
&c. 

Tout cela poTé , J6 demande 
iqu'on accorde i ^« i)ae par de fem- 
Uàbles Opérations je peux faire 
entrer dajss les diflerens Quarrés 
•^436 traverfera une Horisonjcale 
•quelconque coas les Prodoits des 
^niflances de X'&i deyj où la Som* 
me des £xpofans de ces deux ia« 
connues , iera égale au nombre 
qui marquera le degré derHori- 
ïoncale propofée diminué de Tu-- 
mté 5 »^. que dans les Quarrés 
que trâverfefooic les r*4^i pre-»- 
mieres Horizontales , on peuc 
par conféquenc faire entrer auâi 
€ous les dilS^éreos Produits des- 
PuîCances de at & de^ où la 
Somme des Expofans de ces deux\ 
Coordonnées ne montera pas plus 
banc que le nombre r^yic qu'ainfi 
on {>euc toujours placer dans le 

Cij 



Triangle Âleebriqae compéfé da 
r-Hi rangs Horizontaux rEqua- 
don générale pour le degré n 
3 ^ que, fi Ton prend pour Terr 
mo de r£qqacion générale d'un 
Degré quelconque la Somme^ d^ 
ceux de fes membres qui feronç 
compris dans le Triangle Algé- 
brique entre deux Droites voiiU 
nés , parallèles l'une & l'autre ou 
à AL ou à AH , ou bien toutes 
deux horizontales» cette Equa- 
tion paroîtra dans ces trois ca$ 
difFérens ordonnée % ou par rap- 
port à j feulement, ou par rap- 
port à X feulement , ou. oien en^ 
Sn par rapport zyhix à la fois f 
en lorte que dans ce dernier çasr 
le premier Terme comprendra 
tous les membres ou la Somme 
des Expofans - de x & de j fera 
égale à r 5 c'eft-à-dire , au nomr 
bre qui marquera le Degré àp 
TEquation , le fécond tous les 
membres pii une femblable Spini^ 
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inè fera =:r— î-r .-. . &c. 

' REMARIÉ PREMÏEÈÉ. . 

: Nous venom de mettre aa nonw 
bre de nos Demandes ia forma* 
tien de l*Eqiratk>n générale pour 
un Degré, quelconque, parce qu'il 
nous a paru inutile de ta dérooo^ 
trerplusau long.. Nous n'igno- 
rons cependant point qi>e M. 
l'Abbé w Bragèlongne * » Aca- 
démicien célèbre de TAcadémie 
Royale àts Sciences de Paris , a 
jugé à propos d-en ufer autre- 
ment dans un Ouvrage où il a 
traité un fiâet à peu prés fembla-» 
We à celui-ci j & qtie par cette 
raifon nous aurons dans peu oc- 
cation de citer plufieurs fois, 

RÈmAR^E SECOiJDE. 

Outre ie premier avantage 
du Triangle Algébrique , qui 

* Voyez les Mémoires de PAcadrfmîc RoyaTe 
4eS'ScicxiceS''iie Paris ^ ann. 1730. & 173». 
Çiij 
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confifte^ eu ce qu'il prefcnte lea 
Equjttions de? Courbes Ordon- 
nées à la fois des crois manières 
3UOO vtent de décrire > fi l'on fait? 
e plus attention que ce Tri an*' 
gle ne diâ&re que de pofirion dtr 
rarallelogramme dont Mr New- 
ton s'eft icrvi dans fes Fragment 
ponr tirer les Racines des Ëqua^ 
lions en Séries Infinies , on troa-^ 
vera qu'il peut être dMne grân-« 
de utilité potnr £siire mieux con-* 
noître les Aâymptote» Keâili^ 
gnes& Curvilignes des Coorbes , 
axiffi bien que là Courbure àà 
leurs différens Points* On s'enr 
convaincra «ncorc mieux quand 
on fera verfé dans les Opération» 
que nous allons enfeigner dans» 
hs derniers des Lemmes. fuivans^ 
& on en verra même en pârticik- 
Her un exemple pkis bas^ 



iÉMME PREMIER 

Ù% Pon donne des moyens pour con^ 
noitrepsrU feule infpeéiion £unt 
Equation y fi les Ordonnées de l^ 
Courbe qui en eft le Lieu font pa^ 
rMleks k la dernière Direction de 
quelques Branches Infinies i en 
quel nombre ^ de quelle ejpeee ces 
Branches peuvent être ié'^au cas 
qu e Ues f oient Hyperboliques j quelle 
ejl la dijlance de i Origine à leur 
Asymptote.' . 

Qu'on fiujpôfe d'abord' qocy 
^Equation foii; 'par exemple dtt/ 
troîfiémè Degré , qu-elle ait été' 
Ordonnée par rapport à y^ & qu'il 
ne lui manque que fon premier 
Terme ky^^ en forte que h foit 
tt=; 5 la^is hatite Puiliance de/ 
ézn^ cettfe Equation , où le Ter* 
me qui y fera devenu le premier 
aura donc un Coefficient ( iÂr-l-f ) 
oompofé de x Linéaires, Se de 

Ciiij 
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grandeurs confiantes , & qui 

pourra par conféquent être ren- 
du égal à zéro en donnant à x 
une valeur finie & déterminable, 
fçavoir — 4- 5 ou ce qui eft la mê- 
me chofe , il eft pour lors une 
valeur finie , qui étant donnée à at 
anéanciroit le Coefficient du pre- 
mier Terme, & il n'en eft qu'une 
de propre à cet effet. 

Mais, s'il manquoit les deux 

{)remiers Termes dans la Formu- 
e générale , & que par confé- 
queno la plus haute Puiflance de 
y dans rÉquation nouvelle eû« 
pour Coeflicienk ( kx^-^-fx -+-i ) 
QÙ fe trouvent des x élevés au 
Quarré , alors fuppofant ce Coef- 
ficient =:o , on trouveroït par la 
réfolution des EquatiqM aéter-^ 
minées deux valeurs de at réelles 
. ou imaginaires , qui y éunt fubr 
ftituées feroient propres à le faire 
en effet évanouir. 



Et de même S' H manqiroît les 
trois, les quatre, les cinq prcf* 
miers Termes , &c dans TÈquît- 
fion générale d'un Degré quel- 
conque, & que le Coefficient du 
Terme fuivânt qui deViendroit 
par là le prettïier , fût compofé 
de toutes les Puiflànces de x qui 
peuvent en faire partie , on prou- 
teroit qu*il feroit 3 , 4 , ^ , &e 
valeurs de x réelles , ou imagî* . 
narres propres ^ rendre ce Goef* 
£cient =:o. 

Or le dernier Terme de xoxxtt 
* Eiqu-ation divifé paf le Goeffr- 
cient dû premier éi^m égal a<i 
produit de toutes les Racines de 
cette Equation , le Coefficient de . 
l'avant dernier divifé par celui da 
premier ^ta^nc égal à \i Somme 
des Produits qifon peut faire eil 
multipliarlt les Racines deux à 
deux, fi TËquation ordonnée par 
rapport k y eft du troifiéme I)ç'«^ 
gré , cinq à cinq , fi elle eft éi4 



tron féroît divifible par at moîn» 
cette valeur , pirifque x mpios 
cette Valeur divîfcroic les Coef- 
ficiensde chacun de ces Termes i 
elle pourroit donc en ce cas être 
abaiffée d'un Degré , & ramenée 
à un, autre Degré oi» jl né lai 
manqueroit au^cun Terme y s'il 
ne luL en manquoh qu'un dans 
le Degré firperîeur*, 6c qù il lai 
en manqueroit toujours, un de 
jnofns qu'auparavartt : en effet 
TEquaticm exprimeroit pour iori 
éne Ligne d^un Degré inférieur 
d'une unité atî fîeri combinée 
avec une Droite parallèle aux^é 
• Si la valeur de, V propr^à re»- 
dre =so le Coefficient du pre-» 
mier Tctmcf aneantîflfoit en mô- . 
me tems quelques autres^ CoeÉ- 
ficiens, on pourroit en tirer difi* 
férens éorollaif es y dans le détaU 
defquels nous n'eètrerqns poîn«, 
de peitr de paroître trop diffuSv 
De ce . qtt'elle at^é^Rtiroi^ > pair 



fpxemplc, le dernier Tcr^nC) ou 
<îe ce que x iiioiiis cette valeur 
feroîc un des Divifeurs du der- 
jîier Tçrme , on pourroic con- 
clure que le derpier Tprme di- 
vifé par le Coefficient du pre- 
mier donoeroic un Quotient fi- 
ni i & par coqféquerit quoîqujC 
Tune des Ordonnées correfpon-* 
dantes à cetre valeur de x de- 
yint infinie , \& Produit de tou- 
t^s les Ordonnées qui y répon- 
^Jroie.nt feroit néanmoins fini j 
jd'oùil fuîvroît quil deyroic y 
jivoir en même terni une Ordoo- 
pée correfpondante infiniment 
petite., oa :qué la ligne des x 
couperoit laGourbe à l'extrémité 
de la valeur propre à anéantir le 
Coefficient du^remier Terme tie 
. (on l^quation. Ceft ce qui arrir» 
ye.en effet à la Cour^be reprefen^^ 
tée par* l'Equation paticulierfi 



4- ab -+-(rr. X '^acc':no ) qui éft 
dans le cas donc noas parlons > 
Zl ainfi àts ancres. 

De la DémoQftracioa précé- 
dente il fuie que » s'il manque 
<lans une Equation indéterminée 
un nombre impair Ats premiers 
Termes qu'elle pourroit avoir, 
la Courbe qu'elle reprefcntc a 
au moins une AfTymptote paral- 
lèle à la direâion des y\ ce qu*on 
ne peut conclure de cela féal 
qu'il en manque uniiombre pair 
4juelconque4 puifque pour lors 
TËquation faite du Coefficient da 
premier Terme égalé à zéro fe- 
coit d'un Degné pair , & pourroit 
avoir toutes fes Racines imagi- 
naires. 

£t on doit aufl» appercetoir 
en conféquence de ce qui a* 
été dit ci - deflus la vérité des 
in verfes de toutes les Propofitions 
que nous y avons démontrées: 
ainfi , lorfque les y foBC prifes 
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(paTiWélcs ;â une Aflymptotc , ît 
.doit être dès -lors une valeur 
rfinîe qui» donnée à x , foît pro* 
fj^re à rendre infinie ly corref- 
^ondante , ou » ce qui ^eft la mè^ 
^mechofe,à rendre infini , on bien 
ic dernier Terme diyifé par le 
/Coefficient du premier , ou le 
■CoeflScient de Pavant dernier di* 
vifé par celui dû premier, ou. .• 
.:&c. donc en eeneral cette va^- 
leur de a: doit être propre à reur 
«dre sno k Coefficient du pre- 
mier Terme dans TEquation de 
:1a Courbe. Or ce Coefficient ne 
ipeut être rendu rzzo par cer^ 
'taines fuppofitîons fur la valeur 
de X , qu'autant qu'il contiendra 
des X dans fon èxpreffion. Donc 
il tes jf font parallèles, à une Af* 
f ymptote dans une Courbe quel- 
conque , la plus haute Puifianee 
de y qui fc trouvera dans PE- 
îfluation y fera multipliée par 
des X i donc elle ne fera pas fa 



<^^ 
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plus haute qui pourroît s*y woii- 
yer indépendamment d'une fup- 
pofition pareille j donc en ce 
cas le Terme y^ , qui feroît celui 
où y pourroit mputer au Degré 
le plus élev'é , manquera nécel^ 
fairement da.nsr£quatioai , & oa 
fera un raifonncment femblable 
fur tous les autres cas. 

Enfin quoique nous ayom fup- 
, pofé jufqu'à préfcnt oqe y les pre- 
miers Termes d'une cquacion ia- 
déterminée manquant > celui qui 
4evenoit le premier par ces man- 
quemens eût un Coefficient com- 
plet , ou qu'il fe trouvât dans fon 
Coefficient toutes les Puiiïances 
jde X qui peuvent y être em- 
, ployées , il peut néanmoins zrru 
ver auflî que les difFériens mem- 
bres de ce Coefficient manquent 
leu? -mêmes en partie , & ces nou- 
veaux manquemens produifent 
quelquefois dans les Courbes des 
changement confiderables , mais 

toujours 
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totijours" faciles à/ inclî<|uer- 

: Abfi lôrf qu'il maDque à ix 
fois èi le premier, cei'me hji^ &c U 
partie e toute connue, du Goeffi- 
ciemxlu fiecocdyqiui devient pour 
lors le premier , c'eft une preuve, 
que rOriginc des xeft dans l'Af- 
lymptotc même i puifque la cfef-^ 
tance de TAiTymptoK pc ife par 
les régies précédentes cft pour 
pour iorsr±=?- 

Sj,les deu^ premiers Tcrmes- 
èy^ éfC i/ nranqaanc > ilmanque- 
àuffi la partie b tpatçconrttië'da^ 
Coefficient du troîfiéme , qui de-* 
vient poar lors le premier , ou 
fi b =2:0 > <c'eft une marque qua 
POriçipe des x eft dans run^ \ 
des ^a^ Affymptoxes, . 

. Si dans ce ca^ ,1a partie fx{ 
manque auJÈ , ou (ï /=o , c'eft 
upe preuve que l'Origine e(l à 
la fois dans les deux Affym- 
ptotes > & que cei deux AfTym- 

D 
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ptotes^ parallèles^ a\ix/ fe ccm^i 
tondent iècn'cn^Sjtït pltisiqtfanè 
feule , qui eft <k>uble» >i ' 

Et fi , le premier Terme i^y* 
jtianquanc , il eut encolre man^ 
eue la partie changeante ix dir 
Coefficient du fécond , & que 
fon autre partie toute connue t 
fe fût au contraire trouvée dans 
FEquadon 5 alors rcftitoant la 
partie changeante en lui don- 
nant o pour Fadeur ( ce au'il 
cfl^ évident qu'on peut faire laps^^ 
qu'il en rélulçe attcun change- 
ment dans la Courbe qui tfk 
le lieu de la Propofée J on auroit 
trouvé que -3 étoit laVa|eur qu-îi 
auroit fallm donner à x , pour 
faire entièrement difparoître le 
Coefficient du Terme devcntr le 
premier > & poxï^ rendre rtiême 
une des valeurs de y infinie d*unr 
Ordre fuperieurà celui dont jr 
Je feroit devenixe jTar cette fup4' 
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^(kioa 5 en forte que la Cbuflîe 
auroit dû avoir pour lors deuio 
Branchies Paraboliques , donc hr 
dernière direékion eût été celle 
des Ordonnées : & il en feroic 
encore de même (î > le premier 
de le fécond Terme man-* 
quant à la fois , il manquoit 
de plus la partie , ou les deux 
parties du rroifiéme où x feroir 
élevée au plus haut Expofanc. 

£n effet dans le premier ca^ 
hs membres kx^y y IxK ne pour- 
roient manquer encore à la fois 
dans le plus haut Rang horizon^ 
rai , fans que ce Rang manquâr 
en entier , ou que l'Equation s'a^ 
baifsât d'un Degré. Or, fi kx^y 
fe trouve dans l'Equation y ta 
Somme dès deuxOtdonnées cor- 
refpondàntesrà une Âbfciflè fim«» 
plement infinie > ou , ee qui eft 
la même chofe y Tune de ' cey 
deox Ordonnées devra être in- 
fiaie du^ fécond Ordre , rai»ra 
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étant ou (implemeot infinie» oti 

finieyou infiniment petite da pire- 
mîer ou du fécond Ordre : ^-' 
Ion que les parties Ix^ , Ix^^+^gx^ , 
^*-H^^* H-ix du dernier Terme 
fe trouveront ou manqueront 
dans ce Terme , ou bien feloa 
que le Produit des deux Ordon- 
nées devra être infiriidu croifié- 
mê , du fécond, ou du premier 
Ordre, ou fini : il y aura donc 
pour lors dans la Courbe une 
Branche Infinie qui aura pour 
Aflyniptote Curviligne une Bran- 
che de Parabole Conique. Mais , 
fî kx^y manquoit dans l'Equa- 
tion, & qu'au contraire Ixt s'y 
trouvât , le Produit des deux 
Ordonnées correfpendantes à une 
Abfcifle infinie feroit infini du 
trbifiéme Ordre , quoique leur 
Somme , ou plutôt leur Diffé- 
rence { car elles ne pourroient 
avoir un même figne ) ne fût 
que fimplemcJQt infwie , ou finie> 



ôtt nulle ,' félon que les parties 
fx^fx^h du croifîéme Terme 
fe trouveroienc , ou manque* 
roiént dans ce Terme. Les Or- 
données deviendroîenc donc alors 

Tune & Tautre infinies de TOrdre . 
JL, ou les Branches Infinies de la 
Courbe qui feroic le Lieu de la 
Propofée auroîent pour Affymp^ 
totes Curyiligixes deux Branches 
d'ùnç féconde Parabole Cubique. 

Et on fera tin rai£onnemenc à 
peu près femblable fur le fécond 
cfas dans ],equel ce feront les 
Branches de la Parabole Qovà^ 
que ; ou de la première Parabole 
Cubique qui devront faire les 
fondions d'Aflymptotés Curvili- 
gnes. 

Quoiqu'il nops fût facile de 
nous étendre davantage fur cette 
matière, nous nous abftiendrons 
néanmoins de pouffer ici plus 
ioin une pareille Théorie, parce 



q»4 nmis devons indiquer pltic 
I>a9 ie$ moyens d'y réâiffir avec 
plus de faicilké. 

Qaaûc à préfém nous nous 
C0Dtemeroas de £»ir« cbferver 
les drffércmes ^manières donc 
les Branches infinies des Courbes 
peuvent être dîfpofées les uiley 
a YépiM àts autres. Ootre que 
cefujei ^ ii;0ez rnaiporcam ^qo'ii ^ 
i^a pis eooore écc crahé $ tSC qu il 
troufre ici itacttrcUemew: fsi place* 
oii pcmt^i:^ à'iWïcms voir dans la 
faite i^v^ fÏM&r l'Analogie qu'il 
Sh à quel:qcies PiropOf6tiom que 
CKnrs aurotfs «occa^nsde d^BKWr 
trer piitô bas. 
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• It E M A R Q:1XE 

Çà ton frêuve epa les Branches In^ 
finies ne peuvent fe trouver que 
deux k deux £ans les Courbes y 
ér qf^c deux Branches Conjuguées 
ne peuvent y être Jcituies l'une 
par raifort à F autre , q^ie des trois 
manières dont ÎHiferhole Çoni^ 
fue ér PHiperboU Cubique y l^ 
FaraboU Conique ér l^^ ^^^ ^^' 
raboles Cubiques pumiffent des^ 
exemples^ 

Strppofbns cTabor^qoe la Bran-^ 
cBç îinfînie que nous confiderons» 
foit Hiperbolîque > que les / 
foîent parallèles à fon Affym-- 
ptote , qiare l'Origine foit dans 
i'Aflfymptote même , & qu'oni 
prenne x infiniment petite* 

Il fuivrft de là i®. que la va*- 
leur àt y en x pourra être ex*^ 
primée par un leul Terme : car 
it étant ou infinie ou infinimeuc 
petite > ions k& Polysiomes donc 



Us 'teitrbs feroienf.ordorfné? patf 
rapport à x doivent néceffairc"^ 
rrient (e rédifirc à uù feol Ter-» 
me , âinfî qife toutes leurs^ Puif- 
farices & touteiS leurs Radnbs* 
Les Sotrirfies cju'otf poUïrbit fdr- 
nier d« plufîeafs de Ces- Pùiffâti- 
ces oif Raeififes , tes PuiflaficeS ott 
Radiies de ces Sommes , &c 
doivent doôc aoflî fe* réduire* à 
un feul Terme , & efi géûéVal 
toute ton^iôn de x dbit s'y ré- 
duire pareillement. Or ^-en feft 
une y piiifqu'il y à égalité entre 
à^ Termes aflfeâés dj > de x » fc 
de Confta=mes. Donc , &c. 

En effet , il eft facile d'apper--^ 
tfcvoîr que TEquation doit, pouir 
lors fe changer en une autre dans 
les difïcrens Termes de laquelle 
ks Expofans de x & de ^ ferofnt 
en Progreffion Arithcmetique , fit 
qu'on pourra aîfément contîoître 
par la fameufe Régie àvtPara&S'. 
Ugramme que Mt ^émpn g jàon^ 

née 
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•céedans fesPragmensySc qui t 

été depuis commentée par MM. 
Taylor , Stirlîng , & Gravéfan- 
dc's : de plus cette dernière Equa- 
tion étant divifée par les Chan- 
geantes que contiendra fon der« 
jiièr Terme i doîtfdonner en Ter- 
mes conftans la valeur d'un Pro- 
duit ou d'une Fraiftion de PuiC 
fances fimples dé x & de ^ 5 en- 
force que {m & /^ étant des nom- 
bres entier? quel<x)nques) elle fe 
jréduira à cette forme \y '^xiz Ax»^)^ 
ou {y^'zz. A>r^ ) i d'où on tirera 

1^. On conclucra encore de nos 

îfuppofitions quejrExpofant de x 

.dans la valeur fimpLe de^ nfe 

vpourra être que négatif 5 en efFet, 

jc étant infiniment petite, il n'y a. 

qu'un Expofant négatif qui puifle 

la rendre infinie , cotnme doit 

.être r^ Ja plus voifine de PAf- 

Xyjôpxote > & dont - une de fes 

E 



ruidances doit reprefencer la ys^ 

3«>. Jl poufr^ donc naScre tjui- 
tre cas ai€Pérens i car fi m&i » 
font à la fois des nombres impairs, 
à une le jpofitjTc repondra une 
^j pofiti ve > & ' À: une >r négative 
4*ne ;' négative;(jpious fappofons 
xowjours pbfitif le Cocmcicnc 
adonné A)i en force que les deux 
Branches feront femblabies dèiv 
:gure à celles derHyperbole Co- 
,nique iFi^..j'\y defquellcs elles 

})ouTront cependant différer d'ail- 
eurs par l'Ordre d*infîni plus oii 
moins haut , auquel s'élèvera leur 
première Ordonnée. 
•^ Mais Ci y m étant un nombre 
pair , » efl un nombre impair , à 
X pofitive répondront deux y 
l'une pofitive & l'autre négative, 
1^ à AT négative il n« répondra 
que àcs y imaginaires : les deux 
Branches feront donc pofées 
toutes deux d'un même côté par 



rapport à leur Aflympcote com- 
mune >& leurs direâions feront 
contraires l'une à Taucre i ainfi 
qu'il arrive aux deux Branches 
AC y BG àc THyperbolc Cubi- 
que de la Fig. 8. 

Si au contraire , m étant un 
nombre impair y n^H un . nom- 
bre pair , à x pofitive & négative 
il ne repondra qu'tine;' réelle, 6c 
^quî fera pofitive , ce qui forme-r 
ra deux Branches dont les direc- 
tions feront les mcostes^ > mais qui 
feront pofées des , deux côcés dif- 
férens de leur Affymptote com- 
mune > telles en ûb mot que 
les Branches AE^ BF deTHypcr* 
bole Cubique de la F/^. 8- 

Et fi enfin m ic n font à la fois 
ties nombres pairs , l'£quation 
réduite (y'^zziAx*) pourra fe 
réduire de nouveau à ces deux 

m M m 

autres {y * =: Ax^ ) , ( ^^ * = — 
jix~) & la Courbe fera nécef- 



fâîremettt compofée de deux por^ 
tions , donc chacune aura des 
Branches Infinies , qui fe déter^ 
mîneront par les régies des cas 
précédens. 

Mais dans la fuppofitîon que la 
Branche propofée eue été Parabo- 
lique , prenant les y parallèles à 
fa dernière direftion , plaçant 
rOrigîne dans un point quelcon^^ 
que de TAxe ^ & faifant x infinie , 
on auroit d'abord prouvé comme 
ci-deffus que TEquation auro'it 
dû fe réduire à cette forme (/"=: 

jix^) , ou {y:7=^A^x'^ ) 5 de plus 
<jue TExpofant de x dans la va* 
leur de y n auroit pu être que 
pofitifi enfin , puifqu'en ce cas 
y doit être infiaie d'un Ordre fu- 
•perieur à celui dont x eft fupr 
pofée l'être elle-même {voy.la 
fn àa Lem. L ) y m n'auroit pu 
manquer d'être plus petite que n. 
PaâTanc enfuipe à ladivifion des 



cas d'une manière analogue à 
celle dont oii Ta fait toute à 
rjheure, on auroît trouvé qu'an 
premier il devoir répondre des 
Branches de Tefpece de celles de 
la première Parabole Cubique 
{Fig. 9) ,au fécond des Branches 
de Tefpece dp celles de la fécon- 
de Parabole Cubique ( Fig. i o ) , 
& au troifiéme enfin des Branches 
de Tefpece de la Parabole ordinai- 
re ou Conique ( Fig* 1 1)3& on voit 
par là que des Branches Hyper- 
boliques ou Paraboliques de l'ef- 
pece de BCy DC (Fig. 1 1 & i 3 ) 
Depeuvent fe trouver feules dans 
4es Courbes , & que s'il s'en f rou- 
yede telles , il doit par confé-^ 
quent y en avoir néceflai rement 
encore deux autres qui leur foienc 
Conjuguées* 



^m 
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LEMME SECOND 

Ok , enfuffofant éga^ux h z,ero le^ 
derniers Termes £une Equation t 
on enfcigne k découvrir U fitua-^ 
tion des Sommets de la Courbe qui 
enefi le Lieu : ce qui fourra con^ 
duire aujfi a la cûnnoijfance de 
leur nature^ fait que ce f oient de$ 
Joints Simfksy ou des Points MuU 
fi fit s , ér fur- tout lorfquils de^ 
vront être fitués dans l'Origine. 

Si le dernier Terme d'une 
Equation indéterminée doit s'é^ 
vanoûir dans certaines circonf-^ 
tances, il s^enfuit que dans ce» 
mêmes circonftances PEquatîoo 
deviendra divifible par (j'=o)r 
ou que Pune des Ordonnées de 
la Courbe qui en fera le Liea 
deviendra infiniment petite , oa 
enfin qiie cette Courbe coupera 
fon Axe à Textrémité de Vx con- 
venable â cette circonftance > & 



55 

Iiâf eonféquenc les dfiftânces ^e 
'Origine à ehacan des Point» 
où TAxe coupe la Courbe font 
les feules taleors réelles qui > 
données à at , puiÛent produire le 
manquement du dernier Terme». 
Or fi Ton égale à zéro le der- 
wer Terme de la Propofée , & 
qu'on fafTe ainfi une Ëquation 
particulière & déterminée donc 
jv foie rinconnuc , cette Equation 
déterminée devra faire connoître 
par fes Racines les valeurs de x 

Jnapres i faire en eflfec évanouir 
e dernier Terme dans la Propo. 
{ée% Elle aura donc ponr ftacinei 
réelles les diftances de l'Origine 
à cfaacuiv des Sommets de la 
Courbf qui fera le Lieu de la 
propofée, & fi elle a des Racines 
égales , piufieurs Sommets feréiii» 
fiironc en un même Point, qui 
pourra être Mtrltiplède ta Multi- 
plicité défignée par le nombre 
des Racines ^alçs : il pourra être 

E iiij 




s?* 



auflî ou Simple , ou Multiple 
d'une Multiplicité inférieure ; 
mais en ce cas la ligne des x 
y deviendra Tangente ou Sim- 
ple ou Multiple , de façon que 
Je nombre d'interfcdions auquel 
fon Contact équivaudra foit égal 
à celui dont le nombre des Ra- 
cines égales furpaflera l'Expo- 
fant de laMultiplicité du Sommets 
mais fî l'Equation déterminée 
faite du dernier Terme de la 
Propofée avoit des Racines ima- 
ginairesy on pourroit concevoir 
pour lors tout autant de Sommets 
imaginaires, ou dlnterfedions de 
l'Axe aVec la Courbe fltuées i 
une diflance imaginaire de l'Ori- 

De plus fi l'une des Racines 
de cette Equation déterminée 
étoit commune à l'Equacion dé? 
terminée qu'on ppqrroit former 
de même en égalant à zéro le 
Coefficient du pénultième Ter- 



me , on en concluëroic que la 
^valeur de x défignée par cette 
Racine porteroit ou a un Point 
'Double , ou à un Point Simple 
^ont y feroit Tangente. 

Et fi cette Racine étoît en* 
core commune à la troifiéme 
Equation déterminée qu'on pour* 
Toit former en égalant à zéro le 
•Coefiicient de lantepénuitiéme 
Terme , oe feroit une marque que 
la valeur de x qu'elle défigneroit 
porteroit ou à un Point Triple § 
ou à un Point Double dont y fe« 
roit Tangerite > ou enfin a uù 
Point Simple., mais qui feroit 
Point d'Inflexion , & qui auroit 
encore pour Tangente Vy qui lui 
répondrait ... & ainfi de fuite. 
, Et au cas que la première 
Equation déterminée eût deux 
Racines égales , 8c que ce fût la 
valeur de ces Racines égales qui 
divisât la féconde Equation dé« 
terminée» le Sommet auquel cette 
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valeur parteroit ne pourrôîc dês'^ 
lors manquer d'ôtre un Pointf 
Double , puifque fan Abcifie St 
fon Ordonnée feroicnc cciafées' 
le rencontrer chacuije en deux( 
Points 3 cequti ne peut convenir 
à aucun Point: Simple f foie or- 
dinaire ^ foie Singolierv 

Mais de ce que la première 
des Equations déterminées m\jh 
roic 5x4» &c Racines égiale^ y 
èc de ce <jue la valeur de ces Ra-* 
cines diviferoic la féconde v la 
f roifîéme , &g; de ^es Eq^atïonsy 
on ne ferait pas en droit de çow' 
dure pareillement que le Som- 
met auquel cette valeur portC'»" 
roît dût être nétefFairement un 
Point Triple j Quadruplé, &c* 
car au treu d'être , par exemple > 
en Point Trrple» il potirroit u'& 
tre qu'un Peine Double d'ïnter^ 
£ed:ion, doiït les Caordonnéesqui 
idi conviendroiem feroient le» 
i&ux Tangentes^ 



T9 
On peut tirer des (n*incipe9 

que nous venons d'établir en 
dernier lieu', une Méthode pour 
déterminer les conditions qui 
peuvent rendre . les Sommets 
Points Doubles, & pour faire cort» 
noître en même tems à quelle dif* 
tance de l'Origine de pareils 
Sommets peuvent être placés. Il 
fuiiîra pour cela de fuppofer à I9 
fois égaux à zéro i**. le derniet 
Terme de la Propofée , ^^ fon 
pénultième Terme , y®, enfin le 
polynôme qu'on pourra former 
en multipliant le déminer Terme ^ 
membre à membre , par les diffé-^ 
rens Termes d'une Progreffioa 
Ariclmiétique qiteleottqua 

Or pour parvenir au moyc» 
de ces trois fuppo€tions à la dé- 
termination de X convenable att 
Sommet c&erché > ic aux condi- 
tions de fon exiftence^^on pourrai 
fe fervir des Formules qtre M^ 
Ne^iQA a données^ d;^ hu 
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Arithmétique U ni vcrfellc , ofli ce 
qui revient au même, on pourra 
encore divifer les deux premières 
Equations déterminées , que ces 
fiippdfitions même donneront^par 
la troifiéme , & enfuite le divi- 
feur de ces divifions par leur 
refte , puis les premiers rcftcs 
J)ar les leconds , & ainfî de reftes 
en teHes jufqu'à ce qu'on foie 
J>arvenu à eu trouver qui ne con* 
tiennent plus Tindéterminée xi 
des derniers refies étant faits 
égaux à zéro , donneront les 
deux Equations des conditions i 
& fi on les remplie en effet ces 
Conditions dans les crois Equat 
tions déterminées , il réfultera 
de chacune d^elles une même va- 
leur de X, qui fera celle qui cori* 
viendra au Sommet cherché. 
• La première partie de la Mé* 
Éhode que nous venons de décrî- 
, ré pourroît en particulier con- 
duire feule à dé(^ouvrir les con-^ 



et 

ilitiofls de Texiftencc des Points 
Doubles fituez fur TAxe dans 
les Lignes du quatrième Ordre 
qui en ont déjà un dans leur Ori- 
gine , & on les trouveroit telles 
que M. TAbbé de Bragelongnc 
Ifis 9- démontrées à Tare, yi dé 
fon Traité , fans les avoir cher- 
irhées analytiquement. On par.- 
viendroit de niême aux condi- 
tions de Tart. 8 z du même Ou- 
vrage , fi c étoic de la progreffion 
^,1,0 , — I , — 1, qu'on fe fer- 
vît pour multiplier les diflPérens 
jnemhresdu dernier Terme de la 
Propofép ordonnée par rapport 
^ z'y Cl dç plus on prenoît pour 
former les trois Equations déter- 
minées i^Ac Produit de cette 
multiplication , i^. la Somme de 
ce Produit & du dernier Terme 
de la Propofée, 3^. fon pénultiè- 
me Terme 5 fi enfin on chan» 
^geoit les Signes de tous les Ter- 
mes pairs de ces trois Equations 



déterminées , qu*on dî vîfat la pi*e^ 
micrcjpsit u^ èch féconde par u^ , 
qu'on y mît par touc^ au lieu de 
,u , & qu'on cranfpofât leurs ter- 
mes d'une manière affez extraor- 
dinaire. 

Or s'il paroît que par ces in- 
verfions deTermes,& lur-fout par 
le changement de la Lettre qui 
étoît deftinée à marcjuer llncon- 
nue dans les Equations des coa^ 
ditions que donne cet Auteur » 
il a eu principalement en vue de 
cacher la voye par laquelle il étoit 
parvenu à trouver fes conditions, 
on ne voit pas de même par 

3uel motif il a ufé d'an pareil 
éguîfemenr. D'ailleiirs on pour- 
roit fe plaindre de ce qu'il n'a 
point donné fes conditions dé- 
gagées , comme elles pou voient 
fctre, de l'Indéterminée qu'elles 
renferment 3 ce qui les aurolt ré- 
duites du nombre de. trois , à ce- 
lui de deux. Enfin par l'obfcrva- 



tiofi«qtie noas avons Faite plus 
ham on doit appercevoir que les 
Méthodes de i^elpçce de celle-ci 
ne peuvent s*éceiidr« aux Points 
Triples , Quadruples , &c > & c*cft 
aum ce qui aous engagera dans 
la fuke de cec Ouvrage à en 
^herch^r d'autres pour le même 
•tifage, mais qui (oienc généra- 
les & applicables i la rechercha 
des Sommets d'une Multiplicité 
^quelconque. 

Revenant quaec à préfent aux 
'Equations déterminées donc il iai 
jéte parlé au commencement de 
ce Lemme , il nous refte à faire 
remarquer i^ que toutes ces 
r Equations auront (>;;-= o ) pour 
Racine commune , s'il leur man« 
que à toutes leur Terme conf- 
tant , ou s'il manquas les plus baf- 
fes PuiiTances de y dans le der<- 
nier Terme de la Propofée or- 
donnée par rapport à x : i^. qu^ 
zéro £era ia valeur de plufieuts 
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Racines égales de la première de 

ces Equations , s'il manque pjur 
fieurs des plus bades Puiflances 
à€x dans le dernier Terme de 
la Propofée ordonnée par rap- 
port à y^ . 

Or de chacune de ces Propo^ 
fitions combinées avec les autres 

3ue nous avons démontrées ci- 
eflus , il fiiit généralement 
En premier lieu que , fi le Ter- 
me tout confiant manque dans 
TEquation d'une Courbe , Ton 
Origine doit héceflairement être 
placée dans fon Périmètre. 

En. fécond lieu qye , s'il maa- 
.que à l'Equation les deux plus 
bas dp fes rangs horizontaux,^ 
. rOrigine doit être un PqintD'ou* 
. ble ; çjais fi avec le Terme, conf-» 
^ tant. il ne manquoit que l'un des 
' deux membres dont peut être 
comppfé le fécond rang hori- 
zontal ( eo montant depuis le 
i plus bas de, tous) , rOri^iae ferojc 

alors 
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alors un Point Sîmj)le , maïs 

qui auroit pour Tangente la pre- 
'mîere^jou la premierex,felon que 
çeferoic le Coefficient ^,ou leCo- 
efficienc c qui feroit devenu=:o. 
Troifîémement , remontant 
toujoursdans les lignes AH ^ AL 
[ P^S* 7 3 > ^^ prouvera, que s'il 
manque encore le Terme dans 
lequel le Qiiarré y^ , ou bien le 
Quarré x^ doit fe trouver non af- 
jecié\ ou fans aucun mélange de^ 
ia Coordonnée de fa Racine , 
c'eft-à-dire , fi /i , ^ , e , ou ^ , ^ ,. 
^ font à la fois n: o , l'Origine 
fera ou un Point Triple, ou un 
Point Double , qui ait dans le 
premier cas la premiere^>& dans 
'le fécond la première x pour. 
Tangente , ou fi enfin l'Origine 
ell déterminée par les raifons 
l'apportées dans -l'Article précé- 
dent à n'être qu'un Point Simple^ 
la première)^,, ou la première x 
^deviendra Tangente dans un 
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Point d'Inflexion . . . &c: ota doo^ 
nera au refte danslesLemmesfuw 
vans des Méthodes pour recon- 
noître plus facilemem cotis le» 
difFérens cas que des manque-* 
mens femblables peuvent pro- 
duire , & on y mettra en mémC 
cems dans un plus grand jour la, 
Théorie générale des Points Mul- 
tiples ; pour les Inverfes qu^o» 
pou rroit déjà tirer de celui-ci, 
nous -croyons qu'on doit dès à. 
préfcnt en appercevorr la verirè 
avec toute Tevidence poffible. 

Obfervez ici en fîniffant que 
le dernier Terme de la Pro^ 
pôfée réduit en Equation devaiK 
avoir pour Racines les diftances 
de rOrigine à chacun des Som- 
mets réels, ou imaginaires, il 
faut par conféquent , qu'étanc 
divîfé par le Coefficient de celui 
de fes membres ou x monte au 
degré le plus élevé , il reprefen- 
te le Produit qu'on pourroit for- 



«îèrcnîïiulcîpriant Vîtn parfaty-^ 
tre les Binômes poiîcifs , ou né^ 
^atifs compofés de x pins ou 
moins chacune àc €cs dfftances^ 
ou bien en mo'lcipiianc fuccefli^ 
vement Taiie par Pamre les dif- 
tances da point d'Incerfedion de 
X & de^ à chacun des Soni;mec» 
réeb ou rmaginâfires^r 

Or .Comme le dernier Terme 
de l'Equation indéterminée eil 
Ini même le Produit de toute» 
les Ordonnées réelles on imagr* 
«aires y H s'enfuit généralenieni: 
que dans ipne Cburbe qcre1con<^ 
que le Produit de toutes les Or- 
données réelles , Se imaginaires 
cft au Produit de toutes les dif^ 
«ances de l'Interfeétion des x , Se 
des y à chacun des Soifirnets réeU 
t>u imaginaires V comw» efl k Tu- 
nité pcfitive > btr négative le 
Coefficfenrt de la plus hante Pui^ 
fance de x dans le dernier Ter^ 
îMe.titè i'JËquatioo de laCoqrbç^ 

fij 
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^ Par conféquent ' dàûs toute Lî* 
gne dtt troifiéme Ordre en par- 
ticulier ) pourvu que rA»e jr.ren- 
pontre la Courbe en trois. points, 
& que chaque Ordonnée, y ait 
auffi perpétuellement trois -va- 
leurs , les deux Parallelebipcdes ' 
qu'on peut former, l'un fur les 
trois Ordonnées , lautre fur les 
trois diftances de chacun des 
Sommets à l'Interfeûion des x 
& des 7) doivent néceflairemcnt 
être cil raifon donnée , ainfî que 
l'a dit en effet M. Newton i au 
commencement de fop Traité des 
-Lignes du troifiéme Ordre {-i;^^ 
irArticle 3"^^ de cet Ouvrage fur 
les propriétés de^ Lignes dut troi- 
fiéme Ordre. sinalogyes à celles 
. des Sellions Coniques ), ; ; 
. . On déflîpntK§rQiï avec l^k^mê- 
ane facilité l'Article 4.^^^ qui ô'eft 
■qU;Un.Gorollaire de celui-ci : mais 
nous ne. croyons pa§ qu'il foit à 
propQs de nQus.y^jrjTcçet x u!*y*.Of 



même placé ici la démooflradoii 
cïu troilîéme , que pour faire par 
là d'autant mieux connoîcre le 
grand nombre d'ufages aufqoels 
nos principes pouvoient s'appii— 
<)uer > & paffons plutôt mainte^ 
joant à la détermination des fi* 
gures que peuvent recevoir les 
Points par lefquels peuvent s'u- 
nir deux parties dune même 
Branche de Courbe» 

: REM A.R Q^UB 

pi Pon frouve que les deux f orties 
d^une même Branche de Courbe 
ne peuvent s unir tune a P autre 
que far des Points femblables de 

• fiS^^^^ ^^ ^^^ Points ordinaires , 

ou aux Indexions , ou aux Re'^ 

* brouffemens ordinaires , ^ quefmr 
copjçquenl il ejl impojfible quilje 
rencontre dans les Courbes de cette 

\ efpece de Points , que M. le Mar^* 
i» %H^ 4^, l^tJopitalf qui en a parlé le 
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ftmgitff fi nommés RefrMjfeTWfÀ 
de la féconde ej^ece^ 

Les Géoniétrcs ixicicm tfignoi 
soient poinrc que les deux partie* 
•d*une même Branehc dcCowbe 
|>ouvoieiit s'unir l'une 4 V^mrt 
par des' Pofnw de trsis figure^ 
différeme? , tes Points ordioai- 
res , telscjue font toas ceux d^s 
Seftians Coni<j,ues , les InfleîtioM' 
& les RebrottUemens ordinaitesy 
dont k Conchoide & la CiâToide 
letfr préfentoîent de» exemples ,< 
mais fis s'eroicnt bornés à cette 
première découverte ^ & defii' 
tués, €omme ils Tétoiem , du fc-' 
cours de l'Algèbre, il devoir en 
effet leur être afïéz difficile d*i* 
magîner que chacune de ces trois 
èfpeces de Points nt^ fût,. pôu=r 
àinfi dire, que le modèle d\>ne 
infinité d'autres, dont les Cou?r- - 
bes feroîent pareillement fufcep- 
tibles, &qai di^éfcroiem toutes 
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«lïtr'eTlcs cffcmiellcnienr , qtioi^^ 

quf'imperceptiblemenci félon qae 

leur co»rbare feiroît ou infioU 

ment petite y oa infinie d^ua oN 

dre pins ea moins élevé , exprH 

mé par xm nombre entier « ou 

fraâions^irç ; ou bien encore fe-» 

Ion que les Points qui leur st^^ 

parciendroient pourroienc être 

cbargés d'un plus ou moins grand 

nombre de Points Conjugues , 2c 

Adhérents , de telle ou telle ef- 

pcce , (itués i l'égard Tun de 

l'autre de telle ou telle maniere*^ 

Ces vérités , dont la connoif-^ 

fance manquoit aux Ancicas y 

ont été annoncées vers la fin do 

fîécle précédent par M. Nevton^ 

tant dans fon Scholie fur le Lem-» 

me onzième de ce grand & bel 

Ouvrage qu'il adonné au Public 

fous le titre de Princifes Muthé-* 

manques de la Philofophie naitmlle^ 

que dans les endroits deronTrai<< 

té des Lignes du troifiéme Ordre 
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ftîx il eft queftion des Pôînw 

Conjugués , & lorfquc M. le Mar- 
quis de l'Hôpital , membre il- 
luftre de l'Académie Royale dts 
Sciences de Paris , a compoféfoa 
Analyfe des Infiniment Petits $, 
elles ne pou voient être inconnues 
a cet Académicien. Néanmohns 
dans ce Livre, qui d'ailleurs raé- 
tite certainement de grands élo- 
ges, il a négligé de donner, com- 
me il auroit pu le faire » une 
Théorie détaillée , exaâe, & corn- 
plette des Points Singuliers ou Re- 
marquables qui pouvpiem fe for- 
mer par les diflFérentes modifica- 
tions ou combînaifons des trois 
«fpeces primordiales que nous 
avons décrites au commencement 
de tette Remarque 5 foit que ces 
nouveaux Points fuffént Simples, 
que l'éellement ils n'appartinfenc 
qu'à une feule Branche , & qu'ils 
n'cuffent qu'une direâian j foit 
qu'étant Multiples . d'une .Multi- 
plicité 



73 
Imperceptible , appartenant ea 
apparence à une leuie Branche , 
mais renfermant réeilemenc eux-, 
mêmes plufîeurs Branches Evi$^ 
noUijfanfes » ou bien encore écanc 
chargés de dïffcrcns Points Con* 
jugu^es , leur unique direâion ré« 
elle refultâc des valeurs égales de 
toutes les Racioeîf réelles de TE- 
quation qui devroit la détermi- 
ner» & qui pourroit avoir aufli des 
Haçines imaginaires > foit enfin 

3 n'étant encore Multiples^ mils 
'une Mulciplicîcé apparente , ils 
eaflfent pluueurs direâions di£* 
£erentes indiquées par les Racines 
réelles & inégales de TEquation 
dont on vient de parler > & que 
par çanféquent ils appartinrent à 
la fois à plu(ieur$ franches qui 
pourroient s'y rencontrer mu- 
tuellement de toutes les manières 
concevables. Au lieu de s'arrêter 
fur une pareille énumeracionqui 
auroltpû en eâec être du reflbrt 

G 



14 
ée PAnklyfe des infiniment petits ^ 

M.deTHôpitala tourné fesvûcs 
d'un autre côté y & il s'eft atta- 
ché {voyi AnaL des infin. pet. Pag^ 
ïoi. ) i établir la poffibilité d'une 
prétendue quatrième Efpece de 
Point Singulier , qu'il a nommé 
I oint de Rebroujïement de Isjeeondâ 
Kfpece\ dont ila dit que perfon- 
tte n*avoic parlé avant lui, & 
qu*ii a fait naître du Développe- 
ment d'un Point dlnfléxion. On 
voit dans la fig. 14. la forme 
dont il feroit , s*n pouvoit exifter. 
Ce Rebrpuflement a été aufli 
adopté depuis par M. de Mau^ 
jfertuis Géomètre d*ùn grand 
i4om dans la même Académie 
de Paris, L'Ouvrage où ce der- 
lîier Académicien en a fait men- 
tion eft un de ceux que renfer- 
meht les Recueils de l'Académie 
dont il eft Membre* * Le deflein 

* Voyez les Mcm. de l*Ac. Roy. des Se. de 
Par. an. 17^9- pag* %77 1 179 & autres. Edit^ 
de Paris. 
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èè TAuteor dans ce Mémoire 

paroîc avoir été de découvrir des 
formations nouvelles & ioge- 
hîeufesde differens Points Singu- 
liers ou R^emarquables j mais 
pâffant un peu trop rapidement 
fur la poffibiiité de Texiftencede 
celui dont it eft queftion main- 
tenant , il a prétendu que ce 
Point en particulier pourroit fe 
Former par la» réunion d'une In^ 
flexion avec un Rebrpuflement 
ordinaire , coirtfnè cela feroic 
vrai en effet , îî un R^eBrouflc- 
trient & une Inflexion pou voient 
réeliemèflc fe réunir dans un mê- 
me Point Se une même Branche 
dé Courbe. 

Or , puifque ces deux Géomè- 
tres bnt négligé d*examiner , le 
{rremier fi le Périmètre tracé par 
'Evolution d'une Courbe quel- 
conque ne pouvoit pas être né- 
Ceflairement Conjugué à une aii-» 
Été partie que le feul Dévelbppe- 

Gij 
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ment ordinaire ne feroît point 

conoîcre , & le fécond s'il pouvoiç 
fe faire qu'un Rebrouffemenc , 
& une Inflexion fe trouvaffenç 
cfFeaivcment compliqués dans un 
même Point , & une même Bran- 
che de Courbcnous efperonspar 
cette raifon qu'on ne verra point 
avec fprprife que nous entrepre- 
nions ici de démontrer k friori 
rimpoflîbilité du prétendu Rc*^ 
brouflement dont ils n opt établi 
Tun & Tautre rexiftence que fur 
des fuppofitions peu exaftes. 

Pour cet effet qu*on place 
rOrîgine d'une Courbe dans uH 
Point Singulier quelconque de 
fon Périmètre , ou fi l'on veut 
même dans plufieurs à la fois , 
& qu'on y prenne x:^oi on 
prouvera d'abord facilement, & 
de la même manière do^nt oi) 
l'a fait à la Page 47 , que la va- 
leur corrcfpondante de y devra 
s'exprimer par un feulTerme , ou 
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que TEquation propofée pourri 
dans ce cas part ftru lier fe décom- 
pofer en d'autres lefquelles {m^n 
étant des nombres entiers quel- 
conques ) feront néceffairemcnc 
de cette forme y '^'"r=^x=^", 
& parmi celles- ci les feules qui 
foùrrorit faire connoître la na- 
ture des Points cherchés devront 

être de cette autre forme^ -h^n: 
Ax'^''\ car fans cela y ne pour* 
roit pas devenir =:^ dans l'Ori- 
gine. Enfin (i on fuppofe que U 
pfemîefe^ foitTangente au Point 
«n queftion ,. m fera néceflairc* 
ment plus grande que n. 

Mais i^.Ciym étant un nom- 
bre pair , ff eft au contraire uû 
nombre impair , à x pofitive ré- 
pondront une j' pqfitiye , & une 
négative, & à x négative il ne 
répondra que des ^ imaginaires > 
d'où naîtront avec les Points or- 
dinaires des Courbes les Serpen- 

Giij 
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teinens>& les Lemnifceros înfisiî^ 

ment petits de M. de Maupertuis ,. 

& de M. de Brageloi^gnc , ou îles 

Points qui fontSinguliexs mais im-f 

percepcibieS)C'eil'à-dir€>toa5 ceux 

<|ui paroiflTenc 4 la vM femblables 

aux Points ordinaires. 

1^ Si w & » font Tnne & îau^ 
tre des nombres impairs, à x po- 
fîtive répondra unejr pofitive, 8f 
à X négative une y négative $ le 
Point reprefentera donc une In-- 
âéxion qui pourra £cre d'un Or* 
dre plus ou moins élevé. 

y^Sim étant un nombre im* 
pair, n eft un nombre pair, à '^ 
pofitive & négative il ne répon* 
dra qu'une feule y y qui fera pofi- 
tive dans Tun & Tautre cas, 8c 
cela donnera des Points fembla- 
bles de figure au Rebrouffement 
ordinaire. 

4^. Enfin fi m ^ n font i la 
fois des nombres pairs , TEqua* 
tion ( j»-*^ *" =: yf X •* * } pourra fe 
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diécom^fer en tt% deux autres 

m \ n m \ n 

(jfTs;::^T;c»")&(jftci: — A'^x^) 
qui feront encore fi elles ont des 
Paramètres réeb , dans les con- 
ditions dont nous venons de par- 
courir tous les cas , & la Courbe 
fera par conféquent compoféc 
pour lors de plufieurs Branches 
des efpeces qui ont été décrites 
dans les trois premiers de ces 
cas : ainfî , fl TEquation où les 
Expofans de ^^ & de ^ doivent 
former une Progreffion Arîth- 
jnétique { fuoy, Pag^ 48. 49, ) ctoît 
(y^z=:lr* x^ ) le Point Singulier 
îeroit la réunion des Sommets 
de deux Paraboles Coniques 
égales & adofTées y au lieu que 
ce Point feroic une Ofculation 
de deux Sommets Paraboliques 
où la Concavité d'une des Para- 
boles regarderont la Convexité 
de l'autre > fi l'Equation où les 

111] 
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Exp'ofàtts de X Si de y doîvefit 
être en Progreflîon Arithmétique 

avoît été (^^■+- ib xy^'+'b^ x^ 

Il eft donc évident que tous 
les Points des Courbes , qui n*ap- 
partiennent pas à la fois à deux 
ou plufîeurs Branches, doivent 
être de la forme ou des Points 
ordinaires , ou des Inflexions , 
ou des Rebrouflemens ordinai- 
res} & ceux qui appartiennent 
à plufieurs Branches à la fois 
ne pouvant être que d*ùnè forme 
qui réfulte des différentes Com- 
binaifons qu'on peut faire des 
trois premières , il s'enfuit que 
le prétendu Rebrouffement de 
la féconde Efpece ne peut avoir 
lieu dans les Courbes , & que ce 
que M. le Marquis de THôpital 
a pris pour un Point pareil n'é- 
toic autre chofe qn*une demie 
Ofculatîon , c'eft-à-dire , la com* 



^1 

plicâtfon des feules parties fapé* 
tîetirés de deux Branches qui 
s^embrafibient {Fig, 1 5 . ) , & dont 
les parties inférieures lui ont é- 
chappé , parce qu'elles ne pou- 
voient être décrites comme le$ 
premières par l'Evolution de la 
Courbe à Inflexion qu'il avoit 
entrepris de déveloper. 
, En cflfèt foit que les deux par* 
tîes d'une Branche de Courbe 
foient pofées bout à bout Fonc 
de l'autre , foit qu'elles foiént re- 
pliées l'une fur l'autre dans une 
étendue infiniment petite , ce fe- 
ront toujours des Règles infini^ 
ittent peu différentes qui devront 
déterminer la Courbure des 
Points qui dans ces deux parties 
font infiniment voifins de celui 
qui eft commun àchacune d'elles. 
Cependant M. de Maupertnts 
donne pour caractère <îu Point 
en queftion que dans l'une des 
parties de la Branché à laquelle 
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51 appartîendroic deux Elemcns 
feroienc Ctués bout à bout l'ua 
de raucrey au lieu que cela né^ 
pourroît arriver dans Tautre par^ 
fie. Voila donc des Règles infini- 
ment differei^tes pour coCTnoître 
la Courbure des Points qui , dans 
deux partiçs d%ne même Bran- 
che unies Tune à Taucre par to 
prétendu Rebrouffemenc de la 
ieconde Efpece , feroient infini^ 
xnent voifîns de ce RehrouGe^ 
ment : un pareil Point ne pecK 
4onc exifter«r 

De plus le Développement ea- 
gier d'une Gcmrbe à InâÀcion 
n'eft poffîble qu'en concevant 

Sue dans Tlnf^xion le âl qui fe 
évelope traverfe la Dévelopée,- 
& que la partie dont il s'eft dé- 
velopé ne lui faffe point d ob^ 
ftacle dans fon nouveau raouve- 
xnent de Rotation , qui ^il con- 
traire à celui qu'il a voit eu juf-> 
^u^'alors. Or tout cela n'ésanc 
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point naturel »& un tnooveinenc 

lembiable oe devant point par 
conféquent être die Continu , il 
paroît s'enfii)?re que les deuià 
portiosis de Courbe qoe Textré^ 
mité du fil décrrra avant , & aprèt 
avoir ccmché llnfléxion nepour-* 
ront appartenir , je ne dis pas à 
une même ligne > mais au tnein» 
d unis même Branche. ( Je doitf 
cette troifiéifte preuve à M. i*Ab- 
bé Nicole Martini , Profeffeur 
célèbre de Mathématique dans 
i^UniverjSté de Naples , & à qtiî» 
pendant le féjour que j'ai fiit et» 
cette Ville , favois eu occafioa 
de communiquer ce que je pea* 
fois fur cette matière ). 

Enfin de ce que Ton a démon*^ 
tré dans le Lemme précédent 
{ Pag. 64 , é 5 , 64. ) il eft facile 
de conclure que, fi la première y 
éioit Tangente d^me Branche 
qu'elle feroit cenfée rencontrer 
en quatre points, il devroit man*' 
quer dans TEquation avec le 



Terme tout Conftam les f\n$ 
baJes PuiiTaocesde^ qui pour- 
roient y être mulcipliées par des 
Çoefficiens ConiUns , & réeipro* 
quemenc que , $ -U manquoic à \z 
lois à rEquacion tous ces mem* 
bres- ià , toute Branche touchée 
par la première y feroit cenfée 
être rencontrée par elle en qua« 
tre points. Par conféquent puifr 
que les deux Branches d'un Re-, 
Drouffementde la féconde Efpe* 
ce devroient , (i ce Point étoic 
poflible , être Çointiâenus , ou 
avoir une Tangente commune i 
Tune d'elles ne pourrôit être cen^ 
fée rencontrée en quatre points 

Î^r ce(;te Tangente commune 9 
ans que l'autre ne dût l'être 
auffi 9 ou I ce qui revient au mê« 
me,. Tune des Branches qui. for-* 
ment un Rebrouflemencnefçau*' 
roit fubir une Inflexion dans ce 
RebroufTement , fans que l'autre 
Branche en fubiiTe une pareille* 
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La fecande Ëfpece deRebrouf* 
femenc qu'a imaginée M. le Mar^ 
quis de iiiiôpicai , & que M. dd 
Mauperpuis a adoptée après lot 
eft donc abfolumenc impoflîblc. 
Il nen eft pas.de même de^ 
differens Ordres de Serpente^* 
mens que le dernier de ces Géo* 
mètres adiftingoés avam M. de 
Bragelongne : ils ont lieu en effec 
dans les Courbes > & peuvent y 
être conçus commeie pailage de 
deux , quatre , ûx , huit . . . InBé^ 
xions réelles à autant dlnfléxions 
imaginaires : mais nous ne pen- 
fons pas qu'il doive , comme M* 
de Maupertuis Le prétendjfe trou« 
ver néceffairementde pareils Ser«f 
pentcmens dans les Courbes qui 
ne peuvent être rencontrées par 
des Droites que daqs un nom-; 
bre de points moindre de deux , 
de quatre , de (ix > de huit uni^ 
tés . • . que celui qui eft dé^gné 
par le Degré, dç Içur £quation«^ 
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Ceft plutôc 1 alternative entre 
Texiftenced'an pareil Serpente* 
ment &celie des InflexidUs imagi*' 
fi^res,&qui le feroientparceque 
leur diftance à l'Origine cherchée 
par lesReg^les propres à cet effet fe 
troaveroiic imagînaîrejC'eftjdis-je, 
piatât ceae alternative <[\xi de- 
Tiew: pour k>r^ inévitable. On en 
trouvera plus bas la preuve dans 
des Ejcemplâs , & oti expliquera 
bientôt plus clairement ce qu'on 
êticend en général piar le mot 
d'Infiexion imaginaire. 

Quant au Poirtt de Donhle 
Pomn donc M. de Maupertuîs a 
encore parlé dans lé même Ou- 
vrage , on doic remarquer que 
c'cil le même que M. de ©rage- 
lot^ne- X fait connoîcre une an^ 
née après- fous le nom de Zeim-' 
mifcerûs Infiniment Petit. Oh pour- 
roit généralement ledéf!nir/?i/W 
Trij^le s trois direéfions egMlts , au 
C^infidenus t& d^îinc J^ltiflnhi 
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invîfibU » & il paroîc en coûfé-- 

<|ueoce qu'il feroic encore plus 
naturel de le fuppofer formé par 
rEvanoûiflement de deux des 
trois feuilles d'un T^refle ( Fig. 
1 6 & 1 7 ) : car,puifqu'il eft Peine 
Triple , le Lemnifceros fini donc 
M. ae Bragelongne le déduit (Fig. 
i8. & 15.) ne peut le former 
dans la rigueur Géométrique , 
qu'en patTant par l'état de Trèfles 
fans cela l'Évanoûiflement de* 
deux Nioeuds du Lemnifceros» 
préfenteroit à Timagination , 
ainfi que la formation de M. de 
Maupertuis ( Fig. xo, & 11. ) , 
l*extrême at)pii*ochement de trois 
Points Doubles , & non un véri- 
table Point Triple. 

Enfin on donnera plus bas 
les moyens de diftinguer les 
Points Simples , mais Singuliers 
des Points Multiples d'une Mul- 
tiplicité imperceptible » foit que 
leur Multiplicité provienfie^ de- 
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rEntrelacemenc învîfible de plu^ 
Heurs Branches Evanoûiflances, 
ou qu*clle;foic produite par TAd- 
herence de difterens Points Con- 
jugués , & on enfeignera tout à 
l'heure ce que peuvent être les 
Points qui réfultent de TOfcu- 
Ution de deux Sommets Parabo^ 
lîques à Paramétres imaginaires. 

tEMME TROISIEME 

Oh ^on enfeigne U manière de 
' trouver U valeur de t Ordonnée 
* primitive dans une direction 
quelconque* 

L'on a vA ZVL commencement 
de cet Ouvrage ( Pag. i. ) que 
pour Transformer une Equation 
4e Courbe i dont les Coordonnées 
feroient x, & 7 , de façon que la 
fituation de fon Ordonnée devînt 
quelconque > il fuiEfoit {m bi n 
étant deux nombres indétérmi-i- 
nés> » en particulier pouvant 

• êcre 
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être poficîf ou négatif, &l zySi a 
devant exprimer les Coordon- 
nées nouvelles ) de fubllituer 
refpedivement à la place de at, 
& de jf les deux valeurs ;&-t- 
n»^&L fmi, &i il fuit de-lâ que 
pour trouver les valeurs de TOr- 
donxiée primitive dans une di- 
redion quelconque > il fuffiroic 
aufli de faire z,=z o dans la 
Transformée qui proviendront 
d'une pareille fubuitution , ou 
<îe fubftituer (îriipliement dans la 
Propofée nu^^ mu k\z place de 
a:,*& de~j^,ce qui donneroit une 
Ecjuation déterminée , dont u fe- 
roit l'Inconnue , & dont les Ra- 
cines reprefenteroient les valeurs 
cherchécr. ' 

Or la Sùtfiitution dé nuy & de 
muzuYicu dc'Xjic de y introdui- 
fane des n partout où il y avoit 
des X , des m par tout où Ce trou- 
voient des j^ , & enfin des u par 
tout où il pouvoit fe trouver ou 

H 



des X , ou des y y M cff donc évi- 
dent que poiirconnoîcre promp- 
temenc le refulcat de cette der-»- 
niere fubftitution , il faudra fup' 
pofer, que x , &^ reprefentent ny 
& m dans la Propofée , & multi- 
plier enfuite chacun de fes Rangs 
Horizontaux par la Puîffance at 
u dont rE}tpofant fera égal au 
Degré de ce Rang diminué d*une 
linîté, & ainfi TEquation géné- 
rale de la/'/^. 3^. donnera (>i.-f* 




Mi 
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COROLLAIRE PREMIER 

VùPonprowpejuetesmanquemins des 
Rangs Horizontaux i^ inférieurs 
d^une Equation dépgnent^ue TO- 
rigine de la Courbe donttHe efl l& 
Lieu efi dans un Point Multi^. 

On peut conclure de là -que (i 
rOrigîned'uncCourbe eft placée 
dans un Point Multiple » dont \% 
Muhîplîcrté ait po»r Expofant 
un nombre quelconqoe s > H doîc 
manquer dans foo Equation les s 
prcnniers Rangs Horizontaux k 
commencer du pkis bas d'entre 
eux , ou de celui qui ne devroît 
contenir que la-Grandeur Conf- 
tante s car fi l'Origine eft placée 
dans un tel Point , TOrdonnée 
primitive, dans quelque pofitîoo 
qu*on veuille la fuppofer , aura' 
uéceflairement s valeurs égales 
à [Zéro , ou laquât ian dont les^ 
Racines doivent repréfenter fes 
valeurs fera nécefliîrcment divih 

Hij 
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fiblè par .u\y ou bien encore îi 
manquera ipfi^ilUblemenc à cet- 
te Equation les s Termes , ou u 
feroit élevé à des Expofans moin- 
dres que ^. Or les Termes {a) ^ 




-f- /»^ «î ) &c. ne peuvent 

être égaux à zéro dans toutes les 
fuppofitions poffibles fur le rap- 
port de «^ à ^ qu'autant que a y 

font chacune en particulier éga- 
les auifi à zéro. Donc .... &c. 
& rjnverfe de cette Propofition 
fe démontreroit d'une manière 
'femblable. 

On doit remarquer ici que 
cette dernière Démonftration eft 
abfolurncnt générale à la difFe* 
rence de celle qu'a donnée M. 
TAbbéde Bragelongne pour les 
points Doubles, & les Points Tri- 
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plesi celle de ce Géomètre pa-*' 
roîcau contraire ne pouvoir s'ap- 
pliquer aux Points Qiiadruples, 
qu'en faifant ufage / de deux 
Transforniées,aux Points Quin- 
tuples^ qu'en fe feryant de troîs: 
Transformées , en un mot aux 
Points d'une Multiplicité quel- 
conque exprimée par s , qu'en 
faifanc ufage de j—z Transfprr 
mées. * 

COROLLAIRE SECOND 

Où hn enfeigne k tirer les TwgMnteK 

' des fàinu Mdtipks lorf^uslsJinÂ 

Jitués dorus P Origine , ce ^ui fènt 

conduire ^ux Divifions générales- 

des Points Multiples.. ^ \.. . 

UOrîgine étant toujours placée 
dans un Point Multiple dont la' 
Multiplicité foit exprimée parj,' 
& les s premiers Rangs -Horizon-' 
taux manquant en conféqueÈcç 
^ans ^Equation , fi Ton rait dé 
plus une Equation du T+^i'''°^: 
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Rang, & qrfon prenne dan* cerfe 

Equation la valeur de ^ repre- 
fentes parcelle de y^POrdo^ 
fiée primitive de lafituation par-? 
tîculieré qui répondra a cette va- 
leur , aura noti feulement s va;- 
leurs =: o , mais même i -f- i va- 
leurs = 0} d^où il fuît que cetrcf 
Ordonnée primitive fera Tan- 
gente au Point Multiple , & cela 
fournit une Méthode fort fim- 
ple pour tirer les Tangentes de* 
roioes Multiples qui ^nt placés 
êTLïïs rOrigîiie.^ Il fciffira pocrr 
cela de prendre fur les dire££ioQS 
des AT, & desj^>& en partant de 
POrigine deux Droites dont le 
jrapporc ait pour valeur celle 
qu'on aura trouvée pour le rap^. 
port denàm^wx pour la FraiStion^ 
J, oti enfin pour la Fraftion j> 
& la troifiéme Dfoite qui join- 
dra les extrémités de ces àeùx^ 
là ne pourra manquer d'être pa* 
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rallcle à fa Tangente chercRee. 

Or comme cette Tangente doit 
d'âilieurs pafler par rOrigine , il 
fera par conféqtient fort ai£é de 
la conftraire. 

M. Saurin , Vtxn des Hlùftres 
Membres de i*Académie Royale 
des Sciences de Paris , ayant déjà 
hït coQtooîcre êette méthode 
dans tin Ottvrage ♦ oii h l'a i»- 
geniei^femenc déduite des prin- 
cipes mêmes du Calcul I)îfFc- 
rencrcl , & oè ils'en eft fervî pour 
conftruîre les Tangentes àt Hn- /^ 
tèrfeéîion de plufieurs Rameaux 
de Courbe , aous »'avons garde 
de notrs l^approprrçr îf î ; mais 
nous ne pouvons nous empêcher 
tfy remarqtier quïl eftaflez fur- 
prenant que M, TAbbé de Bra- 
gelongne , qui cite ce même Oi>. 
vrage > ait eu cependant contH 

* Voyez les Mémoires de l'Acad. Ro)rale 
&s Sciences de Paris , an. S7ii* p* tij^idiu, 
iePsurij. • 
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tînuellement recours aux dou-« 
blés & aux triples DifFerentiationî| 
dans des Exemples donc la folu'* 
tîon , au moyen des Règles guç 
M. Saurîn avoir données, dépcn-; 
doit uniquement de rinfpeftipn 
feule de deux ou croîs Termes de 
TEquatioa propofee. {ffoye^ les 
Articles 63,6 5 , ÔT^i^ ép., i 37 , 
&plufîeurs aiHres du Traité que 
nous avons déjà cité.) ;^ 

La conféqueqoe que nous, ve- 
nons de tirer. en dernier liçt^. 
pourroît nous mener aux. Dîyi-, 
iSohs générales des ï^o^nts Muki-. 
pies qu*onc déjà dpnnées les Au-^ 
tcurs qui ont écrit fur cçttcma-, 
tîere. AînC TOrigine étant plaç;ée, 
dans unl^ointDouble^ôc les deux 
premiers .Rangs manquanf ,pai: 
conféquentdans l^Equation 4p la. 
Courbe , fi TEquation particu- 
lière qu'on peut faire du troifié- 
jne Rang a fes deux Racines imit- 
ginaires , le Point doit être un 

ï^oînc 



Point fans Tangente, ou fans il- 
reétion , & à plus forte raifon'fans 
étendue > il ne pourra donc être 
Ké à aucun autre point de la Cour- 
Be , mais il devra fe trouver ifolc 
Itir le Plan de cette Courbe, où 
H ne fera déterminé que par fa 
fetile diftance de rOrigine mefu- 
rée fur une Droite de poficioa 
donnée : ce fera en un mot le 
Point Conjugué învifible,dontM. 
Newton a donné la définition 
dans fon Traité fur les Lignes du 
troifiéme Ordre , & que ce Geo* 
mètre a fait naître de Tévanouif- 
fement d'une Ovale Conjuguée , 
formation qui lui convient en 
tfffet. 

Si les deux Racines de TEqua- 
fîorf dont nous venons de parler 
font réelles & inégales , le Point 
fera une Interfedion de deux 
Branches- ( /îir. 2 5. ) , &on pourra 
Tappeller Nœud, Point de Croix, 
ou Point d'Interfedioîi. 

I 



«Si enfin ces deux Ra^jocs four 
réelles & égales , le Point en ce 
Kiernier.cas pourra être ou un lt.e- 
ibrouffement .{fig 14- ) » ^ "°î 
Ofculation de deux Branches 
(/fe. IV fi' r46.)-.onâdannei». 
«ofion de l'an & de Vautre dans 
la Remarque fur le Lemme le- 

cond. . 

L'Ofculation en particulier au- 
ra lieu , ainfi qu'on l'a vu dans 
cette Remarque , fi les Expolans 
de X & de ;» font pairs à la roi* 
dans l'Equation qui peut donner 
la valeur de l'Ordonnée parallèle 
à la diredion du Point Singulierf 
& correfpondante à u-oe Ablciuc 
«ulle , & fi par conféquent cette 
Equation peut fe décompofer efl 

deux autres , qui feront fi*acun* 
4 des Sommets de Paraboles d ur- 
4respWis o^ moins élevés. 

Or pour prendre une idée jultc 
de la naturel des fubdivifions de 
rOfculation, il importe furtoot 
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^e^îkîrç urtreiîtJon aux'CoeScrciw 
*de X dans ces ï^^vtk Equation qûc 
nous pourrions appelîcrGompo- 
fances, ou ,ce qui eA la nreme 
*f hofe , aux Para oT^trçs des deux 
Paraboles donc les Sortimets for- 
meront i'Ofeulation pro^ofée. 
: Car le? dçujt Paraboles étant 
|>ar exemple Coniques , ce qui 
produit la feule eTpece d'Ofcula- 
tion dont les Lignes du quatrième 
Ordre foienç fufceptibles , .fi de 
plw^ Iqifirs Paramétres fqi^t réels ^ 
leurs Sommets fe baiferont [fig-^ 
15.) , pu 5 embraffcront {fig't(> )y 
félon que ces Paramètres feront 
ou de Sjgi??e d,iflPerçnç , ou de mê- 
ine Signe }'(;!<?(î-à-7dire ^iquedan^ 
îé premier f as ils^Xertourneroirt 
^IPptuôUement Ipurs Convexités , 
au lieu qo^.dans ie^ecojid la Con^ 
VeKÎté de l>|î, regardera, la Con-^ 
^^Sifé4s Jr'atiître^i-^infiquo^^ l'a 
pU:YOirdan^les;«:ji;etpples rappor* 
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Suroît «^ contraire împoffibfc 
«n rîgoear dfe lui fuppofcr de 
Tang€nre5& Ton Orcibnnée pouf- 
rok (tv^ttnem être oenfécéqui- 
Vâlehte à^ Une Tacgenfè Dout 

fele. " -•;■ 

ï^a diviftbrt c^es Points Triples, 
fe fera avec la mêttie facilité. Otk 
ftippoferàif our celarOrigine pla- 
îErée dans un Pbînt'pai^eil , cequtr 
fera^manq^er dans rEquâtion da 
la Cœrbe qui fera chargée de et 
Poînc las trois premiers de fé$> 
Rangs Horizontaux inférieurs. 
• Or fi l'Equatwn particulierér 
çjû'^pofrrra faire dit quatrième^ 
Rang â deux Racrhe^ rtÂagitiai^ 
res,le Point Triple fera formé par 
f adhérence d'tin Point Conjugué' 
dfe la première Efpéce for une des. 
Branches (fc la Courbe , ce qui- 
Rendra imperceptibles & fâ^ MaL-^ 
Explicite , & fa Singlilaritéi 

Si les trois Racines de cette- 
Iqpatiôn fbntréelles. & inégales,,. 
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H* proviendra de rinterfêâibtf cfr 
trois différences Branches , ain^ 
^u'il arrive par exemple d^is la 
Trèfle de la /'/f i^. 

Si les trois Racines etatit totr- 
jours réelles deux'<f éntr cHes font? 
égales Tune à l'autre , le Poinr 
fera produit par TadHérence oir 
d'un Rebrouflement {fig. ii. )>' 
«u d'une Ofculatien f^f. 19. fit 
30 ) , ou d'un Point Conjuguéde 
la féconde Efpéce fur une Bran- 
che dont la direSion fera diflPe- 
rente de celle q,ui conviendra au 
Point Double adhérent. 

Si enfin r£<quatioti que noxxsr 
avons indiquée à fes trois Ra* 
dues réelles de égales, le Point 
Triple pourra.cn ce dernier cas 
être formé par l'adhérence ou; 
d'un Rebrouffement {jîg. 51: ), ou' 
d'une Ofculation [fig. 31») ^ ou^ 
d^unPointConjaguéde la féconde 
Efpéce fur uriéBranche d'une di- 
reâion coïncidente, avec la dirèe- 

I^iiij 
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tîon propre de ces Poîms Doubles: 
* mais il pourra provenir encor de 
rëvanouiflcment dedeuxdes trois 
feuilles d'un Trèfle, ou d'une au- 
tre figure cjui ne differeroit du 
Trèfle quVn ce que les deux Braa- 
ches qui devroicnt former une de 
fes feuilles , au lieu des'unirpout 
la former en eflPct , fe prolonger 
roiertt au contraire à l'infini fans 
fe joindre/ Ce fera donc alors ce 
Point d'uneMultiplicitéinvifible, 
dont nous avons parlé plus haut 
{voy.pag. 87.), & que M, TAbbé 
de Bragelongne a nommé Lemr 
Bifceros infinimentpetit.Jl çft de- 
tous les Points Triples à trois dir 
reftions égales ou coïncidentes 
k feul qui puâile avoir lieu^dans 

* Obfervés que à- nous paroiffons ici ou 
dans la fuite attribuer une dirediion au Point 
Conjugué de la féconde E fpëce , nous n'en- 
tendons lui en attribuer en effet qu'impropre- 
ment ôc dans le feixs qui t^;é expof4^ ci-defli|6. 
( ^»Jf loi.. ). 



U quatrième Ordre des Ltgnci,, 
parce que la Tangente de top les 
aiures doit être cenfée , ainû 
que nous le ferons voir tout- 
à-rheui-e-, les rencontrer en plus 
de quatre points. 

Nous ne nous arrêterons pasi: 
donner ici les divifions & fubdiyi- 
jGons des Points Multiples d'uae- 
Multiplicité fapérieure : mais- 
nous croyons devoir remarquer 
en paffant quelques fautes aflia 
confîdérables, qui fontéchappées- 
àM. l'Abbé de Brage longue coa^ 
cernant cette matière. 

. En, premier lieu v, lorfqpe cfi: 
Geométre parle des Ofculations^ 
ij omet rEfpécc oàles deux Brart* 
ches s'embrafleroientv au lieu de 
fe baifer , c'eft-à-dire , ou la Con- 
vexité de Tune de ces Branc-hes 
regarderoi^ la Concavité de Tau,, 
tre : cependant- cette Efpéce qu'il 
pafoft n'avoir point connue , & 
^!on£ourroita£peller Embrajfcr- 



mentylpouv ladîftinguer del'autrr 
à qui le nom commun d*Ofcula- 
tîon cpnviendroic plus propre- 
ment, cette Efpéce, dis je, n'ap» 
partient pas moins que TOfoula- 
tion proprement dîc€ aax Lignes» 
du quatrième Ordre.. 

A u reftc la preuve eomplette 
de i omiffion que nous impluon^ 
à cet Auteur réfulte de ce que^ 
vers la fin à^V krt. iz8. deJoiï 
Traité,!! conclue rexjftencede ce 
qu'il appelle une Lcmnifcate infi^' 
niment petite Conjuguée de Timpcf- 
fibili té q^u'il y a^dans rEfpécedoirr 
il fait mention , a concevoif àts 
€)rdontiées réelles au t^oté pofitift 
jnfqu'â une certaine diftance àw 
Point dont il examine la nature. 
€)r pour que rèxiftence de fa pré- 
tendue Lemnifcate infiniment pe- 
tite foit indiquée, il faut de plut' 
que lesOrdonnées manquent de 
nxèmQ (iu coté négatif, comme elles^ 
y^ manquent enefl^tdansTexem- 



^e qirlî propofê : (ans cefa- ï& 
Foinc aurokcté unEmbraflement»- 
dont les Concavités, fe ffcroîent 
tournées ducôcé des x négatives*. 
2^. Cet Ameur fait naître eé- 
iiéralement le Point que nous^ 
avons appelle Point Conjugué de- 
la féconde Efpéce , ou Ofcuiation? 
de deux Sommets Paraboliques à^ 
Paramètres imaginaires , ou mix^ 
tes imaginaires , il lefeit, drs-je, 
naître généralement' de Féva- 
Bouiflement' d'une Lemnifcate- 
Conjuguée & finie , & e*eft par 
«être raifonqu^îlle nomme Lcm» 
nifcare infiniment petite Conju- 
guée. 01* c'éft ayoît pris l*îhd rv idtl^ 
^ur PEfpéce. En effet il peut 
^tre vrai que le Point en queftîom 
ft>it-prodhit par un femblable éva»^ 
àouiffement-, fî les» Paramètre»^ 
dès Sommets Paraboliques qui ftf- 
baîfent en ce Point font égaux dô- 
^uantîte, par coniequent miagi-^ 
^jre:sgufs,&:aon mixtes imagU 



aaîres , & dt plus de Signe difté- 
renc. Ceft ainfî que dans rExem^ 
pie que propofe M. de B. à VA^f 
1^19. de Ion Traité, &. ou fetrour 
veen^ffFet un Point Cpnjugué de 
la féconde Efpéce provenant de 
i'évanouiflemenc d*une Lemnif- 
cate Conjuguée , l'Equation rap* 
portée à des Ordonnées parallèles 
a la dircûion unique du Point 
Double placé d^iîs rOrigine de- 
viendrok {»*«' — bz> '•^h'z:=o \ 
f;^ exprimant le rapport duCôcQ 
&de la Bazedu TriaTigte Ifofcelo 
qu'on pourroit conftruire furies 
diredionsdes. deux^Copr.donnéeîf 
anciennes y Celle qui,donneroi& 
k valeur de u dans- la naifTance 
dé jt fèroît donc ( n'^u'^-i^b^z.' z?=.o) y 
laquelle f^ décompofe en ces deu» 
autres (f^2/^^=:^;5?<Tf*Y'— î)-,& 
(«»* u- ^z^b-zY-^"^ — 1 ) , dont les 
Paramêrresfônt égauxde quanti^ 
té , imaginaires purs > & de Si^ne' 
diSci'ent^v 
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liilâîs dans le plus grand nomferc 
des cas pôffibles , ies Paramètres 
des deux Sommets Paraboliques 
ne fe trouvent point dans ies crois 
conditions que nous venons de 
rapp<ipter : aîn^fi nous fervant du 
même -exemple que TA uteur in- 
dique dans rAsTertifleinent qu'il 
amis à la fuite de VArt. a.ip, & 
dont l'Equation eft (/♦ — fhxy^ 
^ x^ -^%bx^ -h^b^ x^ zzz o)^ 
rEquacionîparticuliere qui dans 
cet efxemplexlevroit donner la va-^ 
leur de^ convenable à la Jiaiffan- 
ce de X feroit (/— I^at/h-^V 
txo) j laquelle fe décorapofe en 
ces deux, autres {yy "=: ^ hx>i 

lJlL^çJ^'vy)\ doTîcles Paramê^ 
très ne fulvent point les loix ci- 
déflus énoncées. ^ 

'" AulE dans cette Efpébe-ra^ne 
peut-ôti point dire que le Poitu 
P^bleibit^ formé pari'e va ncmiU 



fément â'aucune Lemtîï/catc. în 
•effet fi on ajoâcoit à TEquation 
<tin Terme,.comme — r ■ / , propre 
à porter fur la Ligne dcs^^en dc- 
*ça, & en delà du Sommet , dejiJC 
des quatre interfedions. cobd- 
<lentes de la Courbe & de celte 
Ligne des^, alors, bien loin d'ap^ 
|)ercevoirtine nouvelle Lemnif- 
cate, on verroit au contraire dif» 
çaroîcre une autre Lemôifçate^ 
on .plutôt { voy.if^.. 3 3; ) wx\t éfr 
péce de Bez,ace verticale , ati do$ 
ce laquelle le Point Double 8î 
'Singulier étoit ci ^devant Çonjii- 
'gué i en forte que le Syiléme de 
la Courbe ( 'voy^fig. 34. :) ne re-* 
j)refenteroit plus qcre^îccrx Ora- 
les , qui fe<roupépo5^t éti déïii 
rbint^ fituéi fur la Ligàe des V Jiiîç 
. rOr îgi ne nwm€,&: [Vi]ftne à ladif* 
tanc|^ de TOrigineiSc fi nedéxru^ 
faut poiiit dVilleurs le clia;ng<«n€c 
içue nous venons de faire çia dçf-r 
jiierliea* onfuppofokotttré:^:*!* 
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iîgale â wro la lettre b qui repue* 
"^fenrôit dans la Courbe deM.de 
3. le Paramètre ou la hauteur de 
3a Bezace dont nous avons parlée 
<en ce dernier cas notis ne ver- 
fions point non plus paroîtreun 
f^o'mt Conjugué de la féconde 
îfpéceà la place de cette Bezace« 
lîiais le Syftéme de la Courbe fe*- 
Toit uniquement compôré ( voj.^ 
j%-3 V ) de deux Ovales qui fe bai-, 
feroient dans rOrigine,& dans U 
Direftion des x. 

3®. Qn pourroît encore repro- 
^îher à M. de B. de n'avoir point 
donné des fubdiviiîons adéquates 
4es Efpéces de Points Triples que 
nous avons rangés dans la troU 
iiéme,&dans la quatrième cUiTe. 
En efFet il ne fait entrer dans la. 
l'^de ces. deux Clafles que leBLe- 
trouffement traverfé par uae 
branche d^une d ireâi on diffère n-» 
te de la fienne propre,& il ne place 
4aas la féconde que le £eul Lemr 



tiîfceros îrifinimenc pétîcprïious 
.avons remarqué qu*outre ces 
deux Points Singuliers, il en étoit 
encore d'autres qui dévoient être 
mis au nombre des Pornts Triples 
à deux,oa à trois direûions coïn- 
cidentes, c'eft-à-dire , de latroi- 
iîéme, ou de la quatrième Eifpéce. 

X^e (î,pour juilifier les divifions 
de cet Académicien, on alléguoic 
qu4l n'a eu en vue dfe faire TE- 
numération que de ceux des 
Points Triples qui peuvent appar- 
tenir aux Lignes du quatrième 
Ord re , cette réponfe ne paroî- 
rroit point fatisfâifante. 

Car i^^ lorfqull'traite du Point 
Triple, qui peut fe formel* par 
linterfeûion de troisfiranchesà 
diredions différentes^ il examine 
les cas danslefquels tine,ou deux 
de ces Brancbes,oa même toutes 
les trois à la fois fubiroient dans 
le PointTriple une Inflexion d*un 
Ordre plus ou moins élevé- Or 
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«escasne pou vaot bon plus avoî» 
lieu dans }es Lignes du quatrié- 
me Ortjrc y il scnfuic que l'Au- 
teur n'a point prétendu<fe borne^ 
à faire feulement i'Ëaumeratioa 
àes Points Singuliers donc cco 
Ordre de Ligne»étoit fufcepf ible*^ 
: En^fecond lieu , fi fo» intenciort 
eut été telle., il fcroiofiarprefiani» 
qu'il n« Teut poin^ annoncé , &> 
qu'il fe fût au 'contraire fer vi ,**. 
comme il l'^^Éait» de termes pfo-r 
pires à faite attendre à; tes Lec- 
teurs des diviiiotïs applnrables ,f, 
au moins par induâionv à toys^ 
les Ordres des Lignes» 

Une raifon f>&mblabte. fairauflî •" 
qu'on -voit avec ésonnement pa-» 
roîere dans le troifiéme Mémoire •^ 
àt cet Auteur les Ofeutatâoss^ lej 
prétendues Lemnifoates -infini- 
ment petites^Conjuguécsv& les- 
LemnifceroS' in6nimenc petits ^> 
dpnt il n'avoit feit aucune men-^ 
«en. 4âtis. les divi£u>n& qu'il p^ 



Jwifloît avoir données potrr exici 
œs aux Articles, j r., 13 ,11 , i?>. 
5 z , 5 4, de fon premier Memoi^ 
15C, &.dans le préambule du fe- 
4îond.,Il dit à la vérité au com-^ 
mencement do-, troifiéme Mé- 
moire qu il seft abftenu jufques^ 
lAdt parler des Ofcu la tions, SC: 
dès prétendues Lemoifcates infi-* 
lîiment pethes^ Conjuguées^ foir 
parce que l«s Mémoires^ précé- 
dents fèroiem devenus trop^ longs* 
s'îl avoir voulu tenir une condui- 
ifiLdiflPérente , faîtàcaufequeces. 
deux. Efpécesdie Points Doubles- 
ne poiivoienr avoir lieu dans les^ 
Ejgnes du fécond & du iroîfiéme/ 
Ordre : mais cesexcufes nepa- 
Wiffém pasv non plus fùffifànte??,. 
& nos obje^ions reviennent ici 
avec la* même: force. D ailleurs^ 
quantair Lemnifteros inHhimenr 
petit,îln*êfl: point vrai, ainfiqu'ôn? 
J8â TO^î.^4j^.:87; qiîe pour le con# 
«ftKok a ffitit^néc^ifarre: de. s'âtm- 



écynvirbctrprécédçrainéîit qticlei^ 
higncs auiquelles il peut appar* 
tenir puiflent écre ciiargécs à là- 
ibis de crois Points Doubles dif- 
fcrens: cependant Mrde B. avoue' 
au commencemcnc de Ton troi- 
fiéme Mémoire que ce n'eft que 
fur une pareille fuppoficioa qu il 
Jt différé jufqu alors <k parler de^ 
^e Point :o'eftdoncroal-à-propos;* 
^u'il Ta omis dans les divifions^- 
antérieures » où il n*a pas^même:' 
laiffelieu de fe douter que dans • 
£ fuite on en déoouviîiroit la po& 
«biûté.- 



mm, 
m^ 
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CX>R.aLLAIRE TROISIEME 

lar lequel on connohra quelles Inflé^ ' 
xhns you quels S'erfentemens infi^ 
niment petits^ feuventfùbir^ dans^ 
le F oint qui leur ejl commun , les 
différentes Branches réelles y ou 
imaginairesydbntpeut être compo* 
Jeun Point Multiple f/ofo/e é*^ 
tué dans rOrigine yjoit que les 
directions dé ces Branches ^ lorj^ 
au elles feront réelles y ne doivent 
point être cotnctaentes y^ou memt 

quilles doivent tétre*. 

# 

Toutes les Suppofitîofas dub 
Corollaire précédent ayant en- 
core lieu danscelui^cijfî Ton fup* 
pofe de plus qu!unc des RacineSv 
tirées du 5 -+-!*'''"''' Rang reduie 
€n Equation .n*aîc point dansxe* 
Ra:ng d'autres Racines qui lui? 
fioienc égale s , qu elle foie auflï 
Racine du^ ^-+.1- '""'*' Rang ré-^ 
diiic dô mâme en Eq.uatk>a >. &: 



^•^ 



^lae nçanmolns elle ne^ le fbîr 

pas du j -f-^*'"'^ \\ s'enfuivra> 
ainfr qu-il eft aiféde Tapper-* 
eevoir en conféqueflce de ce qui 
a^té die à la fin de la/>/ig-. 65 > 
pag. ^o, &*fuivaiites> que la Bra» 
che dont cetiee Racine peut faire 
eonnoîtrc la Tangente fubira uîî« 
Iiiflexiontlan^ rOrigine.> & cette 
Inflexion fe ehangeroit en un Ser*- 
pentement infiniment petit , fi la . 
Racine en queftion divîfait auffi 
lèJI+r^^^^BLang, fans divifer^è 

même le 7^^'^'^ Enfin , llnfleV 
xion ou le Serpentement feroient 
d'un Ordre. plus ou moins élevée, 
félon que cette Racine dlviferoit 
un plus ou moins grand nombre 
impair ,ou pair de Rangs Horizon*- 
taux confécutifs 5 d'où on peut 
Gonclure que pour connoîcre ,, 
par exemple, les conditions qui 
peuvent rendre de telle ou telle 
fccme ua Point Double dlnter- 
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ft^ion fîtué dansrOrîgîne, iTne* 
Êiut que chercher celles qui peu^ 
vent rendre vraies à là fois k$ 
Equations que donneroient le 
troifiéme & le quatrième , le troi- 
fiéme^te quatrième & le cin- 
quième Rangs Horizontaux de' 
de la Propofée . . . &c i & on^ 
|K>uTra* en venir à^ bouc , . ainfi^ 
^u'on Ta dit à la fin de la page 5 f >. 
en fe fervant dès Formules que 
M* Newton a données pour cela^ 
dans fon Arithmétique Univer- 
felle , ou encore en divifant cha* 
cun des Rangs fupérieurs OHon- 
néspar raportàlafraétîon ^ par 
le troifiéme , & enfuire le Divi- 
feur de' ces Divifîons par leurs- 
Reftes , puis les premiers Reftes- 
par les féconds, & ainfi de Reftesv 
en Reftes , jufqu*à ce qu'on foii^ 
parvenu à en trouver^qui ne coir- 
tiennent plus le Rapport indéter» 
miné de x a j^ , ou de » à m^ 
JUe q^uatriéme R.ang.Horiro«i* 



taFétaftr, par exemple > (hji^^ ^ 
f xy ' -ir i x^y-iT tx ^ Yy&L letroï^ 
fiéme {ey ^ ^i^y '^ g -^ * ) > ^^^ 
pourra prouver aifémenc que car: 
tfoifiéme Rang réduit en Equa^ 
don reprefëntera. lui-même la^i 
condition qui donneroit un Infle- 
xion à Tune des Brandies <jui fer 
coupent , fi Ton fuppole que les*^ 
lettres X &^yayenc"pour valeur 
Jès deuxiPolinomes ( Jt e ^--^hge—^- 
ife^hf),^{^le-^ig€ — 
hgf)\ qui font précifément les- 
CoefSciens dès déu» Termes du:» 
Refte de la Divifion% que nous^ 
avons indiquée, les Signes dtr fe— 
eond ayant feulement été chan« 
gés de •+• en — , .& de — cttr^ ., 
En effet , fi ontiroit la Racinô: 
iJfe ^ette Equation feite du rrok 
fiéme Rang, & qu'on y fubflituaC' 
Ifes valeurs que nous venons d'af- 
figner pour x & pour ^, cetter 
Racine prendroît. la- forme d4aL- 
ittdie quÎK rifakeroit da^derniccr 
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Tertçe de la Formule aflîg«ée pjii^ 
Mld&B. {Art. 9 j^)^ ficcdexnjer 
Termeécoicfeul égalé à zéro. Or 
il efl à propos de remarquer à cet- 
te occafion que le premier des^ 
deux Termes dQBnéspar cet Au- 
teur , lequel eonriem ^8• mem- 
Ures chacûrbde cin(^DimeD(îons,e 
BC pouvok ecre da*rt le qipa&rîé-. 
me Ordre des Lignes d'aucuncî 
utilité , puifque la condition qu'ik 
défigne eu cellexjui jointe à Tau- 
t-re dont nous venons de parler. 
donneroit,non-feulementuneln-* 
flexion.^ mais mêmeiunvSerpen-r 
temem fnfiniment petit à* Tune? 
des Branches du Nœud , proprié— 
té dont les Lignes ne commen- 
cent à devenir fufecptibles/qjLiC' 
dans le cinquième Ordre, &quei 
d'ailleurs M. de B. la'avoir point- 
dit être indiquée par TEquationr 
ijue peut fournir le premier Ter- 
me de fa Farnwle ég^^lé faul à. 

De: 
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iDé ce que nous tenons de 
dire îl eft très- facile de conclure 
que (i deux , croîs » quatre » en 
un mot plufîeurs Racines du 
T+TT^"*^ Rang fe trouvoîenc à la 
^fois dans les mêmes conditions 
que celle que nous venons d'e- 
xaminer, il y auroît dans Pln- 
térfcftion propofée autant de 
Branches qui fubîroîent à la fois 
des Inflexions ou des Serpente- 
mens iijfinimcnt petits d'Ordres 
plus ou moins élevés. 

Et par Analogie , on en con- 
clura encore que fi deux Racines 
îmagînaîres du i^+7r''"'''Rang Ho- 
rizontal font aufli Racines du 
;qri î^"^, du sTFi'^"^' ^ du h^'""^ 
..•&c, le Point Conjugué de la pre- 
mière Efpéce que ces deux Ra- 
cines imaginaires^ défigncront , 
devra ^tre chargé de deux In- 
flexions, où -Sérjentemens infî- 
nhnelDt pttitsy ^i pourront en' 

L 
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ifuelque forte être dits imaginai- 
res , puifque leur dirtaion fera 
telle. Ce fane aufli ces efpec«i 
de Points , oubliés encore par M- 
l'Abbé de Bragelongne, bien que 
le premier d'cntr'eux pût avoir 
lieu dans les Lignes du <juatrie; 
nieOrdre,celont,dis-)e,autii 
ces Points que nous appellerons 
Inflexions ou Serpentemens in- 
finiment petits imaginaires de la 
première Efpéce , pour les diltm- 
guer de ceux dont les diftances 
à l'Origine devroient être imagi- 
naires , & dont nous aurons plus 
bas occafion de confiderer la na- 
ture , foit que leurs direaions 
doivent , ou ne doiveiit pas etrc 
pareillement imaginaires . ^ ^ 

Que fi la Racine du j-|-i^ 
Rang , qui doit divifer de plus les 
Rangs fupérieqrs, en avoit d au- 
tres qui lui Fuflent égales dans ce 
même JnTi'f ,^at.g. , alors fc- 



Icsti qjiil y^ çn aoroît de «nêmq 
plus.ou poips dans lesBLangs fu«^ 
périeurs qui lui feroieDC aufli 
egâlesjou qu'il n'y en auroit point 
^u tout 9 on .verrpij: naître une 
y^néié: prpdigieïifp de Points 

çidismes , &!! dftns. t'Qriginp deC- 
quels on pour roic fuppofer di^ 
vcrfes Inflexions , ou divers Ser^ 
fçmfimtmip&nitmt^t petitj. 
: Qf iiîiA.lî'afcôfi^ividenc qu'on 
pawlepdt^ojft fa^cU^TOçnt; à <:6iï. 
»pîf>r«0jfa QUicure > lafigvrçy &:les 
diiTéfctQo^ jde tous ces Points 
Multiples & Siogaii^rs I fî ^y^nt 
îf ansferrméfi*Eq(H*îîpt^ fiçi^oU:^ 
éç h<lon -^spa. hTv2ps(ojfm^(^ 
pçh^vîwihM raufufi çH*Dgçmei>$ 
d'Axe à desOcdottitiéçs; par^Ùè^ 
ilé$ atJ* ^^xtàhm coiflcideiïtes 
^VL Pqlnt iexmànc^X y on cher>r 
xl^tnpremitf^eticHi p*r la,far 

jte^M liIcW!Oo«iadP:<W^eU ménir 
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fercs de cette Transformée dc- 
Vroienc fe former ou Tuniqutf 
Equation , ou les difièrentes E* 
quations particulières qui fe*- 
roient propres à faire connoître 
là valeur de TOrdonùée primiti* 
ve ,, c'eft -à-dire j de celle qui cor- 
refpohdroit à une Abfcifle nulle, 
& qu'enfuite on appliquât à cette 
unique Equation , ou à ces difiè- 
rentes Equations particulières les 
Régies qui Ont été démontrées ci* 
dêuus {pag.77 , 78>79i8<>.) 

Mais comme nous n*avons 
point encore enfêigné la manière 
abrégée de faire la transformation 
dont nous venons de parler , il 
bourroit paroîtfrè e& conféquenice 
que nous devrions' renvoyer plus 
ioîn un pareil exaînen. 

Cependant on fe convaincra du 

contraire , fi Ion remarque que 

^our faire itî Pâpplication delà 

Hégle de M: NcWton; il fuffiirdfc 

jHouvoir difcdrnor queU ferone 
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ceux des membres inférieurs ver$ 
Ia Gauche qui devront manquer 
dans les Rangs différents de la 
Transformée. Or cette connoif- 
fance ne demande point qu'on 
ait précédemment transformé la 
Propofée* 

En efièt , puifque la Transfor- 
mée & la Propofée doivent con- 
venir à la xnèmc Courbe , & dé- 
signer dans la naifTance cîe leur 
Abfciffe un même PqintSingu lier, 
il s'enfuit que fi un certain Rang 
de la Propofée a pour Divifeur 
Simple, Double, Triple:., &c...; 
ia Racine qui exprime la va« 
leur du Rapport j- convenable 
au Point Singulier , le Rang qui 
fera de même nom dans la Trans- 
formée- devra fe diviferune foîs> 
âêitxfois , trois fois, &c... par ^*o , 
c'èft- à-dire, quil devra manquer 
i ce^Rang dans la Transformée le 
premier , les deux premiers , les 
trois premiers^ &c... de fes mem- 

Liij 
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brcs vers la Gauche. Voîlâ donc 
des moyens pour connoitre fans 
le feéours de la» Tf an^fofrrtiatioa 
quels membres ters* la: Gauche 
doivent manquer daris le^'R.an^) 
difFérensde la Transformée» Sc 
par conféquent de quelle Efpece 
doit être le Point Singulier lîtué 
dans lîOrigine. . . , ^ 
>'Cht; .mettant ces moyens en 
tifa^e , on découvrira les Régies 
fuîvantes pour les Points Doubles^ 
Triples, & Qiiadruples àpliiCeur$ 
direâioûs coïncidentes >qqi. pevf-r 
v.eo( fe ridncotitrer jufquQS* dan« 
le cinquième prdre des LigneMnt 
clafiveYneiK rH qui fodt 1^$ feull 
que nous ndus piropofons ici d'e^^î 
xaminer ', de peur de tomber dani 
paiexrxRpjgratede pirolî^it^-r rnct 
, oPrcraiexeiôçrit fuf poX»n^ xq9^ 
VOjcigiîîcfoit dàris ua,PoÎpcD^il!i 
ble , &taldeu* dircàions 'Coleçin 
dehtcs , ce qui fera manîquer d^s 
t'Ëquaridin delà Courbeksdêux 
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premiers de ces Rangs Horizon- 
taux inférieurs , & rendra égales 
les deux Racines de l'Equation 
c|u*on pourroic faire du troifié- 
me Rang, fi l'on veut de plus que. 
la Racine Double du croifiéme 
R^ng ne divife point le quatriè- 
me, le Point Singulier ne pourra 
être en ce cas qu'un Rcbroufle* 
ment ordinaire. 

Et comme les deux premiers 
Rangs manquant dans une Equa« ^ 
tion du troifîéme Degré, le troî- 
fîéme & le quatrième Rang «ne 
fçaùroient avoir un Divifeur 
commun , fans que l*Equation fe 
rèduife à avoii? pour Lieu ou le 
Syftème d'une Droite & d*une 
Seékion Conique , ou bien même 
( fi le Divifeur commun eft à U 
fois Divifeur Double du troifième 
& du quatrième Rang) le Syftê-. 
me de trois Droires,cela fait qu*il 
ïi*eft entre les Points Doubles à 

direâions coïncidentes que le 

L» • • • 
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feuIRebrouflemenc ordinaire qoi 
puifTe avoir lieu dans les Lignes 
du troifiéme Ordre* 

Mais fi toutes chofes reftanf; 
d'ailleurs les mêmes , la Racine 
Double du croifiépie Rang étoic 
audî Racine du quatrième Rang» 
fans que néanmoins elle le fuc 
pareillement du cinquième , en^ 
ce cas le Point Singulier feroit 
une Ofculatîon de deux Sommets 
de Paraboles Coniques à Paramé- 
tres ou réels , ou imaginaires i & 
fi de plus le Divifeur Double du 
troifiéme Rang étoic auffi Divi*^ 
feur Double du quatrième , les. 
Paramétres de TOfculation de- 
vroient néçcflaîremenc alors être 
égaux de quantité & de Signe 
différent. Or on a vu plus haut 
que cette dernière propriété mar- 
quoit une Efpece particulière 
d'Ofculation proprement dite* 

Et commp PEquafion étant du 
quatrième Ordre , Se les deux 
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premiers Rangs y manquant » le 
troiiîeme) le quatrième, -èc le cin- 
quième ne pourroiem y avoir à 
lafois unDivifeur commun, fans 
qu'elle fe réduisit à avoir pour 
Lieu le Syftême de deux ou plu* 
fleurs Lignes d*Ordres inférieurs 
au quatrième , il s^enfuit qu'entre 
les difFèrents Points Doubles à di- 
régions coïncidentes, il n*eft que. 
le RebrouiTement ordinaire avec 
Us Ofculations des Sommets de 
Paraboles Coniques à Paramè* 
très ou réels , ou imaginaires » 
qui puilTent fe rencontrer dans' 
Iç quatrième Ordre des Lignes. 

Si enfin la Racine Double du 
troifiéme Rang divifoit auffi à la 
fois le quatrième & le cinquième» 
alors félon qu^elle feroit ou Di-^ 
vifeur Simple , ou Dîvifeur Dou- 
ble du quatrième Rang, le Point 
Singulier reprefenteroit ou bien 
l'Oicutation des Sommets d'une 
Parabole Cubique & d'une Para» 



bole Conique ( voy. fi^^ij y 18), 
ou b'en un Rebrouflement que 
nous appellerons du fécond Or- 
dre , parce que femblable de fi- 
gure au Rebrouflement ordinai- 
re , il pourra de plus être cenfé 
renfermer deux Inflexions dans 
fon Folium Evanouiffant. 

Sur quoi on remarquera en 
paffant qu'il répugneroit de fup- 

Sofer imaginaires les Paramétres 
es Sommets de la Parabole Cubi<* 
que & de la Parabole Conique , 
qui formeroient TOfculation que 
nous venons de décrire en dernier* 
lieu , à la diflPérencede ce qui ar- 
rive dans les Ofculations dont H 
avoit été queftion précédemment. 
De plus on fe convaincra 
par des raifons analogues à celles 
qui ont été rapportées ci - deffus' 
pour le troifiéme & le quatrième 
Ordre des Lignes, que les feuls. 
Points Doubles à diredions coïn- 
cidentes qui puiflcnt fe trouver 



dans les Lignes du cioqaîéme Otm 
dre font le ILebrouflèmenc du 
premier & du fécond Qrdre^^vec 
l'Ofoilation ou bien de deux 
Sommets de Paraboles Coniques» 
ou bien du Sommet d'une Para-* 
bole Cubique à Paramètre réel » 
avec celui d'une Parabole Coni* 
que à Paramétre pareillement 
réel^ ce qui fait en tout quatre 
Effaces $ car nous rangeons ici^ 
datis une feule Efpéce les trois 
différentes fbrmes d*Ofculations 
ordinaires , parce: qift'eUeç font 
données pajt un cnlême cas d'£s 
quation« * ; r ' 

Mab fit c'ctoît dans wti t^oint; 
Triple qu'on eut fuppofé TOrin 
gîne placée , & qu'on eût voulu 
e'abwyalf q^uèilcs tiroîs dircâ:ion% 
dexè'Pdîhtf uiïent à la fois ç6\tkx 
cidtniès'ii:éqm auroit^ftiit mat\< 
qucTlesfxroispreroiewRaiSgs Hot 
rizontaux de la Propofée, & aun 
roit renduegalei les trois SLacines 
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de rEqmtion particulière qu'on 
auroit pu faire de (on quatrième 
Rane» en ce cas fi la R:ac;ne 
Triple du quatrième Rang n*euc 
point div^fe le cinquième , le 
Point Singulier n'auroit pu être 
qu'un Lemnifceros infiniment 
petit, , 

Et ce Point , ainfî que nous 
Tavons avancé plus haut , eil le 
ieul Point Triple à trois direc-» 
fions coïncidentes dont foient fuf* 
ceptibles les Lignes du quatrième 
Ordre i en efi^t dans cet Ordre 
de Lignes » les trois premiers 
Rangs manquant à TËquation^ 
en né fçauroit fuppoferunDivi- 
feur commun au quatrième & au 
cinquièmeRang, puifqu'une telle 
condition rendroit TEqtuitiondi*^ 
▼ifîble en entier par ce Divifeur, 
& par confèquem Tabaifleroic 
a des Degrés inférieurs au qua«i 
crième. 
Si au contraire la Racine Tri- 
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pie du quatrième Rang Hori- 
zontal eue {)areîllemem dîvjfé If 
cinquième » en ce dernier cas , 
félon que cette Racine auroic été 
Divifeur Simple,ouOivifeurDoi^ 
ble du cinquième Rang , le Point 
Singulier aiiiroit reprefemè dU 
ItDlculatiâh des Sommets d'ui)ç 
Parabole Conique >.& d'une Pa* 
Tabole féconde Cubique > Tune 
te Tautre i Paramétres aèceflaire- 
Vïcnt réels {voy.fig. 3 1 ) » pu bica 
(fin Lemnifceros infinimeQt petii; 
CK>mpliai3é: d'Inflexion 9 H lemr 
blable de %ure aux Points d'Ia* 
Sexion ordinaires. 

Et ct% deux Points, joints âa 
Lemnifcéros infiniment petit or- 
'dinaire^forniibni les trois feules 
£fpece;de Points Triples à trois 
-^iiire&ions coïncidentes» qui puif- 
fent avoir lieu dans les Lignes 
*^du cinK|uième Ordre. 

Que (I rOrigine èejtnt toujours 
'pkcie^^âaas'tmiPsÂitf Triple;, & 
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"bîroît point , ou qu'elle fubirolc 
une Inflexion dans le Point MuU 
ciple » il arrive de-là que les 
Toints Triples à deux diredioas 
coincidences peùvenc être dt 
quatre Efpéces différences : on 
voie les formes des plus remar» 
quables dans lésfi^. 22,291 30, 
3^ » 37> 3?- quant aux deux ef- 
péces où rOfculacion coupée de- 
viéndroic un Point Conjugué & 
Invifîble de la féconde Efpéce, 
elles reiTemblent de figure aux 
Points Simples ordinaires &aux 
Points d'Inflexion. 
.. Si enfin rOrigine d'une Ligne 
^du cinquième Ordre étoit placée 
•daiis un Point Quadruple, & 
qu'on fup^ofâc d'abord coin* 
^cidentes fes quatre diredions i 
la fois, ce qui feroit manquer 
dans rEquatîoB de cette Ligne 
les quatre pfeniîers de fes Rangs 
HoVizômaux inférieurs , & ren* 
di-oit'^égales Jes-qujitrt Racines 

de 



«37 . 
de TEc^uatTon particulière qu^on 
pourroïc faire du cinquième 
Rang, fans que néanmoins la 
Racine Quadruple de ce Rang 
pût auflî être Racine du fixîéme, 
alors le Point Singulier repre- 
fehteroît une nouvelle E(jpéce de 
RebroufTetnent bien differente 
non feulement duRebrouffemenc 
ordinaire , mais encore de celui 
que nous avons décrit à la fagt 
î 30 , & qui n'étoit qu'un Point 
Double , au lieu que celui-ci cft 
lin Point Quadrtiple. 

Que fi l'Equation particulière 
faite du cinquième Rang n'eût 
cuque tt-ois Racines égales, & 
*^uc le Point Sîiigùlier n'eût dû 
'^n éôniec5[uencfe avoir que troii 
^rèâip^ns coïncidentes, ce Point 
lî'auroit pu eh ce cas être fermé 
^ue par l'Interfeélîon d'un Lem- 
nifcèros infiniment petit ôrdî- 
'ifaife , avec iinè^Bçânche dé 
Céutbc opdl'nakfri <ju fjiivsllnflé^ 

M 
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%\OTt > ce qt)^ raqpoii rendu itixif; 
blabte d^ iigurp aux Noe^xU ^ oi^ 
Poims idç Çroii^ , ^o^. d^Jnterfec^ 
tion ordinaires: 

Mais (i les quatre Racines de 
l'Equation, faite, 4^ .cinquième 
B;ang étant ' (égales deux i deux> 
les^quatredireâion^ du Point Sii^» 
gulier çutTenp été conféquem^ 
ment coincîdentes deux à deux i 
ç^eft à-dire» que la direâ'ionde 
tajpjrçtpiere Branche Teqc étéavef 
tpi\pAp li féconde « & celle de la 
croifîéme avec ççlie de la qviatrie;- 
n^'ri fjin$'X{ue cependant toti^tes 
les quatre te fuflfent enfemble , 8^ 
à la fois y ce cas qui eft rufcepti-p 
ble4*Iofl4xrc>nSî imagirnaires'^ ^ 
fproiit-f^b^ivir^ jnêmç.4f^n^ n>Ç 
çmqoi^T^e- Qrdr^.de$ Ligoçs^eçi 
deux Eifpéccs différences* 

La première < ç^eft-à-dire , cell^ 
dont les direâbiotis aurc^m ét^ç 
4ihigittaîrçs> fefe/'oit foripéep;^ 
ia SuperpoâûQil d!iift pQmG9^ 
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jugué àe la première Efpéce fmr 
un autre entièrement femblable 
au premier» ou dans les mêmes 
conditions que lui > & elle auroic 
reprefenté un Point Quadruple 
Conjugué 5e Invifible. 

La féconde dont les direâions 
auroient été au contraire réelles » 
n^auroit pu fe former dans les 
Lignes du cinquième Ordre 
que par la Juxtapofition de deux 
Points de KebroufTement ordi- 
naires ( v^. )%•• 5 9* ) • 

Si ennn TEquation faite du 
cinquième Rang, n*eût eu abfo^ 
lument que deux Racines égales, 
ou û les direâions de deux Bran- 
ches du Point en queftion étant 
coincidentes Tune avec Tautre , 
celles des deux autres Branches 
ne reuûfent été ni entr'elles ni 
avec celles des deux premières , 
alors félon que les direâions non 
coincidentes au roient été ou ima* 
<igioaices>ou réelles, !« Point C^a* 

M i j * 



drupIe&Sîngalier auroît repre* 
fente ou l'adhérence d'un Point 
Conjugué de la prrtniere Efpéce 
fur un Point de RebrouAFement 
ordinaire , ou la Juxcapofition 
d'un Rebrouflbment & d*un Point 
de Croix ordinaires i la forme de 
la première Efpéce aurou en con- 
féquence été fcmblable à celle 
d'un Rebrouffemcnt, au lieu que 
celle de la féconde auroic écé 
telle qu'on la voit à la Fi^. 40. 
Joignant maincenantauxfixEfpé- 
cesde PoincsQuadruplesque nous 
venons de décrire en dernier lieu 
les quatre Efpéces de Points Dou- 
bles, & les fept Efpéces de Points 
Triples que nous avions décrites 
précédemment ^ on pourra géhé- 
ralement conclure qu'il peut fe 
rencontrer dans les cinq premiers 
Ordres des Lignes dix-iept Efpé- 
ces dJfFérences de Points Multi- 
ples donc ou toutes les direétions, 
ou quelques dîreâions feulement 



foîent coïncidentes les «nesavec^ 
les autres, & de ces dix-fept Ef- 
péces il n'en eft que quatre qui 
puiffent avoir iieq dans les Lignes 
du quatrième Ordre, & une Teu- 
Icment qui puifTcfe trouver dans 
celJcs du troifiëme. 

Qiiant aux Points Simples ,& 
aux Points Multiples dont les dif- 
férentes Branches réelles, ou ima- 
ginaîres ne fçauroient avoir des 
direâions coïncidentes les unes 
avec les autres , pour parvenir 
femblablement par la confidera* 
lion des Divifeurs des Rangs dif- 
férens des Equations à une Enu<» 
mération générale de ceux qui 
. peuvent avoir lieu dans les cinq 
premiers Ordres des Lignes , il 
fuffiroit de faire fur les Equa- 
tions générales des cinq premiers 
Ordres ( l'Origine étant (ucceflî^ 
vement placée dans un Point Sinv» 
pie , Double , Triple , & Qiwdru- 
rple ) TappUcation détaillée & fui«- 
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vie des Principes qui cm été éta* 
blis au commencemeni; de ce 
Lemme , & on trouveroic qu'il 
peut en efFec fe renconcret dans 
ces cinq Ordres 

1?, Quatre Efpéccs de Points 
Simples , fçavoir les Points Or-. 
dinaires> les Inflexions & tesSer- 
pentemens infiniment petits or- 
dinaires, & les Inflexions de la 
féconde £fpéce. 

%^. Six Efpéces de Points Dou- 
bles d'Interfeâion , entre iefquel- 
les trois font reprefentées par la 
Fig. 1 î » deux par la Fig. 4 1 > & 
une enfin par la Fig. 41. 

3*^..Q2^tre Efpéces de Points 

Triples d'Interfeâion reprefen- 

stécs par \csFig. i6»43)44.,45,46. 

49. Une feule Efpécc de Point 
Quadruple d'Interfeâion , dont 
la forme eft une de celles qu'on 
voit à la Fi^. 47. 

^^ Trois Efpéces de Ppînts 
Doubles Conjugués & Invifiljles , 
dont la féconde renfermeroic 
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deux Inflexions ^ & la croifiémc^ 

deux Serpencemcns rafinlmen^ 

petits imaginaires » feioQ qu'il a 

été expliqué à la ?Ag. 1 1 1 . 

50. Deux Efpéces de Points 
Triples^formés par Tadhérence 
d'un Point Double & Invifîble 
fur une Branche ou ordinaire ^ 
ou à Inflexion , & par confé* 
quent fcmblahles de figure aux 
points ordinaires» ou aux Points 
d'Inâéxion. 

7^ Une EFpéce de Point Qua«f 
druple formée par la.complica-» 
tion. d'un Paint Conjugué & d'uQ 
Point de Croix ordinaires » & fem» 
blable de • figure aux Points .4f 
.Croix «ordinaires. } * 

^ 8^ Unp Efpece de Point Qua^ 
druple Conjugué & Intifible » 
formé par la complication ( fans 
coincidence de dircâions ) de 
deux Poinrs Doubles Conjugués. 
.^ ^ 5)9... .Eiffio: une autre Efpécç de 
:l?/?iwQa^d<33$leÇonjBgtié fi^ ior 
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Vîfible comme le précèdent , mais 

qui ne fçaurbic fe décompofer 
en deux Points Doubles , parce 
que les Racines imaginaires qui 
mdiqueroient fes directions , ap- 
parciendroient vericablanent à 
une Equation du quatrième De- 
gré , & non à deux Equations du 
Fécond. 

Et des vingt-trois Efpéces cjue 
nous venons de compter en der- 
nier lieu , n*y en ayant qu*une 
2UÎ puifle appartenir aux Sedions 
'oniques , n*y en ayant que qua« 
trcqui'puiffent avoir lieu aaiis 
les lignes du troifiéme Ordre , & 
n'y en ayant enfin que dix qui 
pniflent le rencontrer dans celleiî 
dû quaftriéme Ordre , fi l'on rap- 
pelle de plus ici TEnumératioà 
ique bous avons déjà faite plus 
haut, on pourra en conféquencè 
affurer généralement ^ 

i^^r Qiîll lîè peut fe trouver 
^âe d^ine Ëfpocc d^^'Poin» 

dans 
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xians les Sèârions Coiiîques. 

1^. Qu'il peut s'en trouver en 
tout dans les Lignes du troifîéme 
Ordre de cinqEfpeces diflFéren- 
tesi 

5®. Que dans celles du qua- 
trième Ordre il peut s'en trou- 
ver de quatorze Efpeces. 

4^- Enfin que les Lignes du cin- 
quième Ordre peuvent en ren- 
fermer de quarante Efpéces,- 

Or après une pareille Enume- 
ration il ne paroît plus pou- 
voir réfter que deux chofes a dé- 
firer fur cette matière. 

La première que nous indi- 
quions des moyens^ ou desSimp- 
tômes d'Equations propres à faire 
diftinguer les unes des autres 
lesÔIculatîons de Sommets Para- 
boliques à Paramétres réels , ou 
imaginaires, de même Signe , ou 
de Signe diiFérent 3 ou encore 
les deux formes de Points Tri- 
ples d'Interfeâion qu'on voit aux 

N 
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Fig.ièy & 45 j les deux formes de 
Point Quadruple d'Incerfedion 
qu'on voie à hFig. ^j... &c 5 mais 
comme cela demanderoic que 
nous euffions en efFec transformé 
la Propôfée de la façon donc il a 
été parlé ci-deflus ( voj. Pag. 125.) 
nous difierèrons par cette raifoa 
de traiter ce fu jet , jufqu'àceque 
nous ayons enfeigné une manière 
abrégée de parvenir , à Taide dé^ 
differentiations, à laTransforma- 
tion en queftion. 

La féconde chôfe qui peut 
refter à défirer c*eft que nous 
donâions> ainfî que nous le ferons 
bientôt, des Régies pour difcer- 
ner dans les Efpeces particulier 
TQS de Courbes qu'on peut propo- 
fer par leurs Equations , pat* 
quelles fuppofîtions tfel ou tel des 
Points que nous avons décrits 
peut fe placer en eflfet ou à POri»- 
gine même , ce qui doit être aifé 
à connoîcie , ou bien Hors de PO^ 



rigiiie, ce quî pourra paroîcre 
d'une recherche pluS difficile, 
& en ce dernier cas pour afli-^ 

fiiet en quel .endroit du Plan 
e ces Courbes ce Point cher- 
ché peut ccre fitué. 

Mais puifque c'eft principale-* 
ment fur les réflexions que nous 
venons défaire que doivem être 
fondées les Méthodes générales 
que tkôVLs dôttiierôns plus bas 
pout* cet élïec , on d(3it confé^ 
qiifeîÉfftlëât voir dèsÀ préfent qu'il 
è^étëit p<>irit îtwtilt de nous axrô^ 
fier aûtàrtt qtfe nous Tavdns fstic 
for lal^héôrie que aoui venons 
cîe déveloper. 
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R E M A R Q^U E 

Oh ton découvre une Analogie pn'^ 
guliere entre Us. différentes Èffeces 
de Points , ^ les différentes Èjpé^ 
ces de Branches Infinies Hifer^ 
holiques , ou Paraboliques » qui 
peuvent Je rencontrer dans Us 
Courba^ - :■ ' 

De même que nous avons faiç 
voir dans les Corollaires de ce 
Lemme que les manquemens de$ 
Rangs Horizpntau^>& inférieurs 
d'uiie Equation défignoieqc que 
rOrigine de U Courbe donc elle 
écoic le Lieu fe trpuvoic placéç 
dans un Point Multiple, que l'E- 
quation particulière qu'on pour 
voit faire duTlang devenu le pre* 
mier par le manquement des au- 
tres indiquôit par fes Racines les 
direâions différentes de ce Poinc 
Multiple, que fî cette Equation 
parciculierç jivoltdes Racines oa 
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liulles, ou infinies > la première x» 

ou la première y feroient Tan- 
gentes dans rOrigine , que fi elle 
en a^oic définies égales en truelles, 
différentes directions du Point en 

3ueftîon deviendroient coincî» 
entes i que fi elle en avoit d*i- 
tnaginairès , il manqueroic à ce 
Point quelques-ifnes àt^ Bran- 
ches^ qui fans cela auroient dû 
le former . • . , &c i de même auflî 
avions nous prouvé dans le Lem. 
me premier que les manquemens 
des premiers Termes d'une Equa- 
tion défignofent que les Ordon- 
nées de la Cotrrbe qui en étoic - 
leLieù éfoientjparalleles à la di- 
reélion de différentes Branches 
Infinies , que l'Equation particu- 
lière qu*on pouvoit faire du Coef- 
ficient du Terme devenu le pre- 
mier par le manfqnemerit à^% au- 
tres iùdîquoit par fes Racines les 
didances de rOrigînc aux Af- 
fyntptotes de ces Branches , que 

Niij 



û çetteEquatianparcicttlictreavoi( 
des Racines ou nalies,auinfifiies» 
les AfTymptoces des Branches dé^ 
fîgnécs par ces Racines ou paf- 
feroient par l'Origine, ou feroieat 
fîcuées à une diuance infinie àc 
l'Origine , ôc dans ce dernier cas 
ces Branches deviendroientPara-» 
bpliques , que fi elle en avoit dç^ 
gales emr'eilej > on verroit nakrç 
des AiTymptotes Multiplet, qq« 
fi enfin elle eu ^tvok d'imagina;* 
res , les Branches défignées par 
ces dernières Racines feroient fi- 
tuées à une diftancc imagixiair<;f 
de rOrigine » & par conféquenç 
n*exifteroient point > bien qu'on 

{►ût dire que , îî elles exîftoiem , 
eur dernière direftion feroit fem* 
blable à celle d^ Ordonnées, 

Or pour connoîcre da;ns uneplus 
grande étendue cette Analogie t 
dontnousdonneronsplusbaslarai-» 
fon aprîoriyil importe encore d*ob» 
ferver quelle variation peut prcK 



MI 
duire dans les Branches Infinies 

la condition qu'une ou plufieurs 
Racines de TËquation particu^ 
liere faite du Coefficient du Ter- 
me devenu le premier par le roan- 
c^uement des autres foit commu- 
ne à quelques - unes des Equa- 
tions qu'on pourroit forn^er icm« 
blablement des Coefficiens des 
Termes immédiatement fiiivans > 
& quoiqu'il foit abfolument pof- 
fible de le découvrir par les Prin- 
cipes mêmes que nous avons éta-» 
blis dans le Lemme premier , ce- 
pendant nous nous fommes abfte* 
îîus de IVnfeigcer dans ce Lem- 
me , parce* <jue cette recherche 
devoit devenir beaucoup plus fa- 
cile , fi on y employoit , de la ma- 
nière dont nous l'avons employée 
depuis , la famcufe Régie du Pa- 
rallélogramme de Ajf . Newton , 
de laquelle nous n'avions point 
encore parlé alors. 

A prifcnt donc qu'on.doii être 
N iiij 
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verfé dans les ufages aufqirels 

nous avons fait fervircctteR.€g)e, 
qu'on remarque d'abord quels 
membres inférieurs devroienc 
manquer auxTermes de laTrânf- 
formée dans laquelle la grandeur 
feule de rAbfciflfe feroic aug- 
mentée ou diminuée d'une quan- 
tité propre à porter fucceffive-' 
ment l'Origine dans chacune des 
Affymptotes, ou fucceflivemenc 
éçaîe à chacun-e des Racines de 
l'Equation particulière faite du 
premier Terme de la Propofée , 
ce qui peut fe connoître ( en coa- 
féquence de ce qui a été die ci- 
ècnuSrPa^. 115 .) fans qxVon. ait en 
efFet transformé précédemmeni: 
la Propofée, 

Qu'on applique enfuite ici la 
Régie de M. Newton^, donx nous 
venons de parler > & on pourra 
conclure genéraleinenc que fai- 
fant fur les premiers Termes 
, d'urne Equation propofée précifé- 



fément les mêmes fuppoficîons 
que nous avons faîtes fucceffivc- 
ment dans les Carallaires précé- 
dens far fes Rangs'Horizontaux^ 
ii^férieurs , il devra paroître dans 
la Courbe qui feraleLieu de cette 
Equation 

1^. Au lieu des Points Multi- 
ples qui s*étoient préfentés tout- 
à-rheure, des Syftêmes de diffé- 
rentes Branches Infinies , don-t les* 
dernières direàions feront fem- 
blables à celle des Ordonnées. 

i^. Au lieu de la coïncidence 
de la première direftion d*une des 
Brancher qui formeroient le 
Point Multiple avec la première 
x>ou la première^, le paflTage 
d'une Affymptote par TOriginc > 
ou fon transport dans Tinfini > 
c eft-a-dire y des Branches Para- 
boliques , & non pas Hyperbo- 
liques, 

5.^. Au lieu de la coïncidence 
des premières direâlons de deux 
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ou plufîeurs Branches duPoiiîc 
Multiple , une Aflymptote Don- 
ble ou Multiple. 

,4®. Au lieu des. Points Conju- 
gués de la première Efpéce , & 
dt tous les autres à oireâions 
imaginaires , des Affymptotes fi- 
tuées à des diftances imaginaires 
de rOrigine , & des Branches, 
pour ainfî dire, imaginaires. 

5 ^. Au lieu des Points Conju- 
gués de la féconde Efpéce , & de 
tous les autres femblables , quatre 
Branches, pouf ai nfi dirCyEva^ 
nommantes aux côtés de deux Af- 
fymptotes coincidentes & qui fe 
réuniront en une Double. 

6^. Au lieu des Points ordinai- 
res , au lieu des Serpentemcns in- 
finiment pétits,& desLehmifceros 
infiniment petits. .. &c (pourvu 
néanmoins que leur direâion ne 
dût pas être coïncidente avec la 
.première ^^ ),des Branches Hyper- 
bolique* femblables de figure à , 
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celles, de lHypcrboîe Conique 

( voy.Fig. 7.) > fli^is d*un Ordrç 

d'Hyberbolifoe plvts ou moins 

élevé. 

Ou fi la direâîon de ces Points 

devoit ecre coïncidence avec la 

{xremiere^ , des Branches Parabo- 
iques Semblables de figure à celles 
dé I^ Parabole Conique , mais 
d'un Ordre de Paral^olifme plui 
ou moins ëtci^ { voy^ fig^ 1 1 . )♦ 

7°. Au lieu d^s Points d'Infle- 
xions de cous les Ordres^ dont les 
dîreftions ne devraient pas être 
coïncidences ?V€C \%, première jr^ 
des Branches Hyperboliques 
femblables à celles qui vont en 
fens contraire dans THyperboIc 
Cubique f voy.Fig. 8.)> niais d'un 
Hyperbolifme plus ou moins 
élevé. 

Ou fi la diredion de l'Inflexion 
dévoie êcre coincidente avec la 
première^, des Branches Para bo- 
ques femblables de figure à celles 



de k Parabole féconde Cub^ue 
(voy.Fig. lo. ), & d'un Farabolifme 
f lus ou moins élevé. ^ 

8^. Au lieu des Points de Re- 
brouflement de toutes les Efpéces 
( pourvu qu'ils ne duffent poinc 
avoir la première^' pour Tangent 
te} y des Branches Hyperboliques 
femblablés de figure à celles qui 
Tont en même lens dans THyper- 
bole Cubique ( voy. Fig. 8. ) > & 
toujours d'un Ordre d'Hyperbo* 
lifme plus ou moins haut. 

Et de même fi la première^ de» 
voit être TaJigente du Rebrouf- 
femem,des6ranches]^ar2^bolique's 
femblablés de figure à celles de lai 
première Parabole Cubique (i/oy. 
/'/^.9),maisd*unParabolifme dont 
rOrdre pqurroit être plus élevé 
que celui de cette Parabole. 

Or fur ces trois derniers cas 
on remarquera que , fi le Poinc 
ordinaire ou dlnfléxion ou de 
Serpemen:)ient,au lieu d'être Simr 
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pies étoîexit Multiples , & de m^ 

jne fi le Re.brouflcment étoîc 
PoîntQuadruple,..&c^ au lieu d'ê- 
tre fimpIementPointDouble,alor$ 
lesAflymptotes feroîencauflîMul- 
jtiples àproportion>& aux côtés de 
c^aquePaired'Aflymptotesqui fc 
réuniroient en upe feuIe,on pour- 
roit concevoir qpatre Branches , 
i)Our aînfidire, Evanoui jfnntes de 
la façon qu'il a été dit au cinquié* 
^e cas de cette Enuméracion. 

Et on obfervera femblablc- 
xnei3t que,fi rinfléxion, le Serpen- 
tements^oii le RebroufTement a- 
voîenjc des direélîons imaginaires ,^ 
lesBranches quirépondroientàces 
cas dont il a été parlé (Pag. 1 2 1.) 
quoiqu'imaginaîres, & par con- 
féquent nonexifl:eritejS>pourroierit 
cependant être cénfées ^tuées de 
.jtcUe fiiçon i plutôt que de telle 
autre > par raport à leur ÂflympU 
tote, 

$^. Enfin à la place de tout 
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f oînt formé par là Complkatîott 
4e plufieurs des Efpéces déjà dé- 
crites , il naîtra un Syftérnè de 
plufieurs Branches Hyperboli- 
ques, ou Paraboliques, dont tt>u- 
t€s les dernières directions fe- 
ront à la fois parallèles aux j, fit 
qui deux à deux fefoiît ferabla- 
fcles de figure à quelqu*unb des 
Efpéces ciont nous vêtions de 
faire l^Ënumération, 

Or de cette Analogie il fuît 
d'abord fans autre démdnftrïirion 
que les Syftcmes de Branches Hy* 
perboliques à Aflym^tôtes parar- 
îeles peuvent; être d*âiitâflrd*Ef- 
péçes qu'on peut dîftîrtguer 
aEfpécesde Points Singuliers. H 
-n'y en peut donc avoir {voi.ce 
OMt ^ été dffPag. 1 44^ que d uiib 
Êfpéce dans les Scafons Cbû?- 
ques,qqe de cinq Elpéces. daiïs 
les Lignes du troîfiénie Ord^rfi^ 
de quatprzjB dans celles du. qui-' 
trîémei&: de quarante dafis" celles 
du cinquième. 
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De plus dans chacune de ces 
Efpéccs on peut fuppofer des 
Branches Hyperboliques trans- 
formées en Paraboliques corref- 
I)ondantes, en nombre égal à ce** 
Ui qui marque combien le Pojnc 
Multiple analogue au Syftêmede 
rEfpécB propofée peut avoir de 
xliredions réelles coïncidentes : 
mais les direâions imaginaires 
d'un Point Multiple ne peuvent 
correfpondre à un cas de Para- 
bol if me , parce qu'on ne fçauroic 
fuppofer qu'elles ayent la pre- 
mière^ pour Tangente* 

Quant au détail des figures qui 
convîendroiçnt à chacune des Ef- 
pécesj ou à chacun des Syftêmes 
que nous venons d'indiquer, nous 
croyons à propos de le renvoyer 
auéorollairefuivant,qui contien- 
dra des Régies d'un ufage plus fré- 
quent que les précédentes , & far 
lefquelles par cette l'aifon nous 
nous étendrons davantage. 



COROLLAIRE Q^UATRIE'ME, 

Où ton donne des moyens pour Cûnnoi- 
tre part infpe^ion des f lus hauts 
Rangs Horiz>ontMX Sunt Equ^ 
ûonft U Courbe, qui en efi ULièu , 
doit avoir des Branches Infinies , 
fi fies Branches feront Hyperboli- 

' fues ou Paraboliques , en quelnom- 
bre elles pourront fe trouver .quelle 
devra être leur dernière direction , 
^ fuppofant quelles foient Para- 
boliques , ou quêtant au contraire 
Hyperboliques , leurs Asymptotes 

. Re£filignes doiventpaffer partO- 
> rigine, quelles pourront être en ces 
deux cas Uurs Asymptotes Cur- 
vilignes. 

Qu'on fuppofe toujours que 
les Inconnues x&y de laPropo- 
fée reprefenten des nombres in- 
' déterminés » & w , qui font em- 
ployés dans la Transformation 
de ce Lemme» & le plus haut 

Rang 



Kang Parallèle, ou HprizontaLl âe 
la Propofée repreféntefa eft con- 
féquence IcCoefficieiic de laplfls 
haute PuilTance de u dans lar 
Transformcfc. Si donc ott faii du 

J>las haiii; Rang Horizontal de 
a Propofée uneEqufation parti- 
culière, les valeurs de f-, ou de ^ , 
qui réfuiteront de fes Racines , 
défigneront les (îtuations d*Or- 
données qui féroicttt propres à 
faire manquer là plus haute Puif* 
fancedé ^ dans les Transformées 
partîcciliefesf qui kut convien- 
droienc , ou bieil, conféquem- 
ment à ce qui a été dît dans le 
i-emme premier, les fituationi 
d'Ordonnées aufquelles feroiént 
parallèles les derniei^HÉs direélians 
de quelques Branches infinies , 
foît que la dîftance de l'Origine à 
rAflyniptote de ces Branches dût 
VStre réelle , & fen cc'cas frrtie^ 
infinie, ou ôuUe, foit que (?<?^ 
Branchesétanc jpUcéês à liive dr 

O 
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tjtnce imagî^irç de l'Origiiié a 
elles devinfleiît aufli elles-mêmes 
en quelque fprcç rmaginaires , 
félon ce qui a. été obfervé ci* 
deffus { voy. Pag. 38). 

Et com^e l'Equation partico^ 
liere faite du plus haut Rar^ de 
la Propofée peut avoir des Ra^ 
cines imaginaires ^ nous remar* 
querons en conféquence qu'une 
nouvelle caufe qui peut faire difr 
paroicre les Branches Infinies dei 
Courbes c*eft que la direâ;iqn 
à^s Asymptotes de ces Branches 
^ievienne imaginaire , & à plu$ 
forte raifpn difparoîtront«eIie9 
lorfqqe la dire^iop de T Asymp- 
tote , & fa dift^nce <le POriginç 
devront être à la fois inwginaires;. 

Que fi Tuine 4es Racmes faite 
du pliis baiist Raug Horizontal 
Ô:oit CQTOW^peà TEquaç ipnqu*oiji 
peut faire ide la gjême ni^njere 
du fécond Raiig en defcçndant > 
il maoqtiQroit dftçjs ce <?&$ à ï^ 



Transformée convenable à cette 
Racine non feulement fon pre- 
mier Terme 5 ipais encore la par- 
tie toute connue du Coefficient 
du fécond. 

. Et fi au lieu de cela on fup- 
pofoit que le plus haut Rang Ho- 
rizontal de la I^opofée dût avoir 
deux Racines égaies , en ce cas on 
conciuroit de ce qui a été dit ci- 
delTus {voy. Psg. 1 1 1, 1 1 1. } qu'il 
devroit manquer au plus haut 
Rang Horiîtontal de la Transfor- 
mée fes deux premiers meilïibres 
vtxs la Gauche. 

Or le premier de ces deux cas 
ayant lieu fans Iç fécond , c cfb- 
à^dire » le plus haut Rang de la 
Propofée n*ayatit que des Divi- 
feurs Simples, & l'un de ces Di* 
vifeurs étant commun au fécond 
Rang, il eft facile, €nconféquen'>> 
ce de ce qui a été dit dans le Lem* 
mepremier^d'apperccvoirque la 
Courbe ne pourroit avoir alots 

Oij 
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qtreJes Branches Hyperboiiqireyr 
& querOriginefetroavcroîcdaiw 
FAffyni'ptote de l'une de ces 
Branches. 

De même rOrîgine feroit à lat 
fois dans phifictirs Àffymptotes, 
il plufieurs Divifeurs Simples da 
plus haut Rang^ Horîïostal é- 
toîent à la fois.communs ati fe^ 
cond Rang en defcendanr, 

£t fi un des Divifeurs da plus 
haut Rang y que notfs fuppofons 
toujours Divifeur Simple de ce 
Rang , & commun aux deuoc plus 
hauts Rangs , fi , dis -je , ce Divi- 
feur écoîc encore commun au 
troifiéme Rang en defcendanc, 
il manqueroit de plus à la Trans- 
formée la partie toute «connue 
du Coefficient de fon troifiéme 
Terme deveiîu maintenant le fé- 
cond, puifquc le premier qti'eile 
pourroit avoir eft fuppoCé y rpan»- 
quer. Or il fuivroit de là , PE- 
quacion étant par exemple da dé^ 



gré r , qac TEquation particulière, 
qui feroit propre à faire connoî- 
tre la valeurr de u dans la DaiâTan- 
ce de z, , ou, ce qui eft la même 
chofe, l'Equation de TAflymp- 
tote Curviligne de la Propofee 
deviendroit de cette forme 
(2i^'^"'-H^''~^= e> ) I qui fjp ré- 
duit à (. z,u^^ \z:z.o)^ au licir 
que dans le cas précédent elle 
auroit été de cette autre forme 
(;s^'-'-4-/*'-*=:o),quif€réduità 
( j&^H- 1 = (? } ) de façon que dans 
le premier de ct% deux cas TAf- 
fymptote Courbe dcvoit être une 
Hyperbole Conique , & les Bran- 
ches dévoient en conféquence 
rcffcmbler àxelles de la Fig. 7, 
& que dans celui-rci, oùrAflymp* 
totfe Courbe eft une Hyperbole 
Cubique , les Branches doivent 
être femblables aux deux Bran-^ 
ches oppofées de la Fig.%. ■*■ 

Et en général on peut conclu- 
re de ceci combiné! avec ce que 



ùu Comantivo/.Fig. i ï.), ou bîcif ^ 
à celles de la Parabole Seconde ^ 
Cirbiqtre {voy Fig. i o. ) • ïï^ais leur 
Parabolifme,ou leur AfTympcote 
Curviligne feroic d'unDcgré d^au- 
tanc plus élevé que l^Expcfanc 
de la Mukipticïté d'u Soiïïmec 
feroit un nomtre plus grand,puif- 
que , fi Ion nomme ce nombre 
n y TEquacion de l'Aflymptote 
Courbe devra toujours être de 
cette formre ( yfi^** ' t^zz."" ). 

Si enfirn la Racine en queffîon 
étoit à la fois Multiple dans le 
plus haut Rang Horizçnral > & 
commune aux R?ngs Horizon- 
taux inférieurs , il pour r oit ri aî^ 
"tre de-là un nombre pr<xîîgfeux 
de cas entre lefquels nou's notls 
bornerons ici k. parcourir ccxix 
qur peuvent avoir lieu dans les 
cinq premiers Ordres des Lignes. 

Premièrement fi cette Raciiîe 
n'étoît qae Racine Double dans 
lé premier Rang , de aVeHe iiedî- 

vifât 
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vnfât que lés deux premiers 
Rangs, il y auroîc dans la Cour- 
be deux Aflymptotes parallèles 
Tune à l'autre , donc aucune ne 
pafleroic par TOrigine , & qui 
pourroienc en être éloignées ou 
toutes deux à la fois d'une dif- 
tance réelle , ou toutes deux à la 
foisd'unediftance imaginaire. 

Mais fi la Racine que nous exa- 
minons n*etant toujours que Ra- 
cine Double dans le premier 
Rang, elle divifioic à la 'fois les 
trois premiers t'Rangs , fans qéan- 
nioinidiviferLequatrîémét, alors 
felon qu'elle feroic Racine Sim- 
ple , ou Double dans le fécond 
Rang , les.detîX) AffympïQtes, ne 
feraient; point, ciufécojjÉftn coinci- 
denjes'iide plœfxlans U;Çtemierc 
CuppofiitorilîOriginç Ce^rpit placée 
dans rurie des deux Affyipptotes, 
au lieu que^ansjl^ feçoiade elle* 
IjB; feroit danj l'Àffy0>p{Qjt6 Bjo^, 
We ]^ c'cft-à-idii?e;v M^àMs^, deux 
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AflTymptotes à la fois } enfin dans 
le premier cas la Branche donc 
TAflymptote droite pafferoit par 
rOrigine aaroic pour AfTympto- 
tc Courbe une Hyperbole Coni- 
Gue , mais dans le lecond TEqua* 
tK>n de TAfTymptote Courbe con* 
tiendroit les deux Termes ;&*i»'^'S 
i;^'^"^,de façon que cette Equa- 
tion fe réduiroit à cette forme 
( z> * i^-+- 1 =u? ) , & qu'elle aurait 
pour Lieu les deux Branches qui 
vont en même fens dans THy- 
pcrbole Cubfque de la Fig^Z. 

Que fi la Racine en . qucftîon 
divifoit encore lequatriémeRane, 
fanscependant divifer Ic' cinquiè- 
me 9 en (îe cas (I ëecté Racine n'é- 
toit pdinr RiacineDoable dans le 
fécond Rai^g y ieidedr Asympto- 
tes neferdienc poin£cbrncjàenftes> 
& celle par où paflerbit IHDrigine 
auroit pour Affymptote Courbe 
lelï'deâi^ Branches qui >ront de 
éôté o^pbf^4'ane ii^atnré: dansi 
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l'Hyperbole Cubique de laF/f g. 
niais fi la Racine Double du plus 

hautRangétoitauiEllacineDoa. 
biedans Je Rang immédiatemenc 
jnfericur^en ce cas il pafferoit par 
J Origine «ne AffympioteDoablc, 
ceft-a-dire. deux Affyniptotes . 
coïncidentes, & iÇquation ^ de 
lAffympcotc Courbe compren- 
droit le& termes &'»>■•*, j&u'-f 
*iT** ^'"^^ niukipliancpar «-'+4,*^ 
elle fc décompoferoit en deax 
Equations d'Hyperboles Coni. 
qiics^ dont iej PoiiTanccs poti#- 
ro»ent êq-eou réelles , oo. imari. 
nai^s.Dans le premier cas frîts 
l'uiUanccs etotcbi outre cela de 
même Signe, les quatre Brancf es 
rompantes a une TOcnaeAflVmpto- 
te pretdroieak Jà<forhw de ceète*- 
d« Wf:M4«, àuUèuqàefi I<s$ Ptlif-. 
rattffe^i^toi^mdcSigoe difféfèft,,] 
ces firaAcbes reifemfaèerwent i 
celles de hFi^.^p : œais^ansle 
leowij cas, «m ksrPtmSkac&& éa^ < 

Pij ' 



croient être îmagînaîres , les qua* 
tre Branches difparoîcroienc à la 
fois , bien que leur Aflymptotc , 
ou pjucôc la ligne qui , fi elles 
cxifloient , devroic être leur Af- 
fymptote fût toujours aflîgna-» 
. ble , de même à peu près qu'on 
a vu dans le Point Conjugué de 
la féconde Efpéce quatre Bran- 
ches d'une Ofculation difparoî- 
tre , bien que la direâion de 
rOfculation pût en quelque for* 
te être déterminée i auflî cette 
Efpéce eft- elle la même dont 
nous avons déjà parlé à la Page 
154. 

Si enfin la Racine en queflion 
d vifoit à la fois les cinq plus hauts 
Rangs , alors our elle leroit Ra- 
dnb Simple dans le fécond Rang) 
& tes Branches feroient fembla^» 
bjic^ de fieur/C à celles de l'Hyper- 
bole Conique , quoique d'un gen- 
re dHyperbolifme plusélevé> rÊ* 
quiii:(iQn deleuxAflympcote Cour* 
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hè deteflaot de cette forme 
( xis^J •+• I =: o). 

Ou bien cette Racine fefoit 
Double dans le fécond Rang , & 
en ce cas/elon qu'elle feroit Sim- 

{)le, ou Double dans la troiiîéme , 
'Affymptote Courbe âuroit ùu 
les deux Équations ( zu-h 1 2=^ ) > 
' & ( i/#*Hh I ±r (? ) ( voy^ Fig. 50.) , 
ou bieti la feule Équation (i&'i^î -I- 
1=:^) , auquel cas fes Branches 
feroienc fcmblables de figure à 
celles qui vont en même fens 
dans THyperbole Cubique ( vcy. 

* Fig. 8.) , mais leur Hyperbolifmc 

• feroit d'ufî genre plus élevé- 

Suppofant au Contraire que la 
Racine que nous continuons à 
examiner ne pôtdivifer les Rangs 
inférieurs au fécond , mais qu'elle 
pût être plus que Double dans le 
premier 5 & même dans le fécond 
Rang , on verroit dès-lors naître 
des Branches Paraboliques de dif- 
férentes fortes, conjuguées à deux 
Hyperboliques. P iij 
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dans le fécond Hang^elon qu'elle 
tefoic Triple > Quadrof 1^ > ou 
.Quiotit^W 4a4:ïs k pr^jnkr , ifs 
. Branches Pi$rM>oU<|tiies a«roieQ( 
en pariiculiftT poor Affymptoçc 
Courbe wiu»ePa:rabole€M>plqiie, 
ou uneParaWle IccondeCobiaue 
, |( t/. i^ig^. f qO , ou/cafio «Jie Parabç)- 
. ie fecaade QuÂrrie C^arrée p ^ 
. dom la figâre fer^wr «acor^e fe-rB- 
. blableà eclle Ât la Parabole ordr- 
Daire, o€i CoaJqœ/rEqHatkm en 
. ^cant 4e cette forme<#^-+-t^'*^^c)'* 
Mais fi cette Racioe étoit Dou- 
ble da:n$ le fécond Rj»ng en def- 
ccjudaojt f alpfs o«t elle ne feroit 
que Triple ^ans le pr«emier , & en 
ce cas l*Eqtratiofi ^e TAflympto- 
te Coitf be feroit ,de cette forme 
i H -t-^D ^ :::;: aj) I «& TAfTympcote 
Courbe elle -.métne fer^^ic uée 
première Parabole Cubique {v^y^ 

Ou bien cette Racine ferok 
Qua(iruj)le danç^ie pnei»|«r R»«g> 
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fans cependant y être Quînta- 

plc , & pour lors l'AfTymptote 
Courbe leroit compofée de deux 
Paraboles Ordinaires , ou Coni- 
ques , dont les Paramètres fe- 
roient ou réefs , ou imaginaires. 

Dans le premier de ces deux 
cas , félon que les Paramètres fe- 
roient; ou de même Signe , ou de 
Signe diffèrent , ce feroit la Fig. 
) I , ou la Fig. 5 2 qui rcpréfen- 
teroit l'Aflymptote Courbe. 

Dans le fécond les quatre Bran* 
chesParaboliques difparoîcroîent, 
bien que leur dernière direâion 
pût en quelque forte être affignée. 

Si entîn la Racine en aueftion 
étoit Quintuple dans le plus haut 
Rang Horizontal , félon qu'elle 
feroit ou Double feulement > oa 
bien Triple dans le fécond Rang, 
l*Affymptote Courbe auroit ou 
deux Equations de cts formes 
(«^H-j&*r=o; , & (^*+j5î=:o ) 
( Fig. 5 3 .) , ou bien une feule E- 

Piiij 
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quâcionde celle-ci {u^^z^Tz:o)p 
auquel cas la figure de fes Bran.- 
ches feroit femblable i celle des 
Branches de la première Parabo- 
.le Cubique ( ijoy. Fig. 5). ) 

Qlic fi la Racine dont nous 
parlons divifoic les trois premiers 
Rangs au moins , & étoit à la fois 
au moins Racine Triple dans le 
premier Rang , fans que cepen* 
dant elle pût êcre Racine Double 
dans le fecond,en ce cas T AflTymp- 
tote Courbe feroic corapofèe de 
deux Branches Hyperboliques > 
& de deux Paraboliques. , 

Ec félon que cette Racine divî- 
feroit ou les trois premiers , ou les 
quatre premiers, ou les cinq pre- 
miers Rangs à la fois, TAflymp- 
tote Courbe particulière aux 
Branches Hyperboliques auroit 
une Equation de l*une de c^s trois 
formes (^«-f- 1 =:o)>(ia*-+- i=:q)> 
(^/^^-hi=:o). 
De même félon que la Racine 
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ffcroît Triple , Quadruple y oa 
.Quinjupledans leplus hautRaog^ 
l'ïiquationde rAfiymptoteCpur- 
^be particulière aux Branches Pa- 
raboliques prendroic une de ces 
trois formes (m-^' = o), (i^'-4- 

Et les Combinaifons de ces 
deux Efpéces de variations là 
prôduiroicnt neuf cas djiFérens 
dont il feroit trop long de faire 
ici une Enumération particulière. 
Nous y remarquerons .feulement 
.que de ces neuf cas il n'eft que 
le premier qui puiffe avoir lieu 
dans les Lignes du troifiéme Or- 
dre. UEfpécequi lui répond dans 
cet Ordre cft celle que M. Nev- 
ton a nomttiée le Trident , & 
qu*on connoît auffî fous le nom 
de Parabole de Defcartes ( voy. 

Fig. 54-) 

Mais fi la Racine en queflion 
étoit à la fpisTriple au moins dans 
le premier Rang , Double au 
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moins dans le fécond » & Simple 
au moins dans le croifiéme , il pa« 
roîcroic alors pour ainfi dire un 
nouveau fpçdacle de Courbes , 
dans lefquelles trois Paires de 
Branches Infinies Hyperpoliques, 
ou Paraboliques , réelles, ou imâ* 
ginaires aiiroient à la fois la mê« 
lue dernière dircftion. 

Or pour faire rEnumératîoa 
de tous les cas qui peuvent être 
renfermés dans celui - ci » nous 
commencerons par remarquer 
que fi Ton n*ajoûtoit rien aux lup- 
pofitions que nous venons d'y faî* 
re t les trois Paires de Branches fe- 
roient Hyperboliques i de plus foie 

?|ue leurs Affymptotes Droites 
uffent, ou ne fuflent pas coin- 
cidentes , ces Aflymptotes ne 
fçauroient paffer par l'Origine. 

Mais fi la Racine que nous exa- 
minons reftant feulement Triple 
dans le premier Rang, & Double 
dans le fecoûd>elle divifoit de plus 
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fionCenIemeot letrôiliemeRangi 
otteile ferok toujours Racine S\m^ 
pie » mais encore le quatrième i 
ou même le quauiéme & le cin« 
quiémeà lafois,rOrigine ne pour** 
roîtdès-lorsmanquerde fetrouvcr 
dans une Aflymptote Simple , & 
dans le premier de ces deux cas 
rAff'ymptote Courbe de la Paire 
de Branches à laquelle cette A(^ 
fymptote Droite appartiendroit 
feroit une Hyperbole Conique i 
au lieu que dans le fécond TAf- 
fymptote Courbe de cette Paire 
de Branches en particulier fe for- 
meroit des deux Branches oppo« 
fées d'une Hyperbole Cubique. 

Et fi , les mêmes fuppofitîons 
ayant d'ailleurs toujours lieu » on 
vouloit feulement de plus que la 
Racine en queftion fût Racine 
Double dans le troîfiémeRang^ 
d'où naîtroît une Aflymptote 
Double; alors félon qu'elle ne di« 
viferoitpoint)OU qu'elle diviferoit 
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ïe cinquième R.ang , rAflymptote 
Courbe fc formeroic ou dés deux 
Branches qui vont en même fens 
dans THyperbote Cubique, ou du 
Syttcme de deux Hyperboles Co- 
niques , à Puiffances réelles , ou 
imaginaires i & ces Puiflances 
pburroienc dans le premier cas 
être ou de même Signe , ou de Si- 
gne difFerent,ainfi qu*il eft arrivé 
déjà dans le cas rapporté à la 
Fa^e 1 7 1 ( voy. Fig. 48 , 49. )• 

Que fi la Racine en queflion 
étoit de plus Racine Triple même 
Jans le fécond Rang, ce qui fe- 
roît naître une Affymptote Tri- 
ple , alors 

• i^. Si elle ne divFfoît pas le 
cînquîém.e Rang , TAflymptote 
Courbe auroit une Equation de 
cette forme ( z^u^^ !=:(?),& bien 
que ce fiicuneHyperboleQijarrée 
Quarrée confiderée par rapport à 
fonAflymptoteTriple^néanmoins 
elle feroit femblable de figure 
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à THyperboIe Conique. 

2^ Si cette Racine divifoit en- 
core le cinquième Elang , félon 
3u*eile feroic Divifcur {împle»oa * 
ouble du quatrième, TAfTympco* 
te Courbe ou bien feroic compo- 
fée du Syftême des deux Branches 
d'une Hyperbole Conique > & des 
deux qui vont en même fens 
dans l'Hyperbole Cubique {voy^ 
Fig. ^ 5.) ,ou bien ce feroic une Hy- 
perbole féconde Quarrée Cubi- 
que , & dont T'Equation auroic 
par conféquent cette forme (z^ u^ . 
H^ I =:o ) » & celles de ces Bran- 
ches qui formeroienc proprement 
TAflymptote Courbe feroient 
femblables de figure à celles qui 
vont en fens contraire dans THyr 
perboie Cubique. 

Mais fi la Racine qite nouscon* 
tinuons toujours à confiderer ne 
divifanc que les trois premiers 
Rangs I n'étant dans le troifiémç 
que Divifeiur Simple^ .&; dans le 
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fécond que Divifeur DouUe, elle 
écoic outre cela Racine plus que 
Triple dans le premier Rang, 
dès-iors on rerroic naître des 
Branches Paraboliques» & dans le 

{>remiercasilyenauroiedeuxfeu- 
ement qui feroîenc Conjuguécj 
à deux Paires de Branches Hyper« 
boliques ordinaires «& qui , félon 
que cette Racine feroic ou Qua-r 
druple» ou Quintuple dans le plus 
faauc Rang , aurotenc pour Af- 
fymptore Courbe ou les Brancbes 
d'une Parabate ordinaire y ou cel* 
lés dWé Parabole Cecoode Cu-f 
bîque. 

Et fi on fuppofoic encore que 
la Racineen qu^ttiott fut plus qud 
Doubfe éàiis k fécond Rang , 
pour lors félon qu'elle ferpit de 
iibuvea«ouQoadropleiOiu Quin- 
twptedans le premier Rang, TAf- 
fyfBfptote Courbe ferott ou une 
Parabole ppetnifere Cubique (x^^« 
iP/^. > ^ » ^tt Iq Syftcme, àt deux 
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Taraboles Coniqpes â Piramê^ 

très réels » ou imaginaires, & dans 

le cas qu'ils fufTent récJs ^ ils pour*- 

roicnc être encore ou de même 

Signe ,oa bien de Signe di£Férenc 

{voj.Fig. 51, 51.). , 

Enfin fi cect;e Racine écoic d<^ 

pUisfobpdrée Double même dans^ 

Iccraifîeme Rang , en ce cas H 

elle n'étoic que Quadruple danà 

le premier, rAffymptocc Courbe 

feroic la ii««« Parabole Qparréa 

Qûârrée à peu près femblabl^ 

de figure i la Parabole ordinaire g 

au heu que fi^ elle etoic Racinei 

Quintuple du plus haut Rang, 

alors félon qu*elle feroic Divî^ 

feur Triple » ou Quadruple du fet 

condRang^ l' AfTymptote Cour-« 

be oa bka fe formcroic du Sy C? 

tème d'une Parabole ordinaire U 

d'une Parabole première Cubir* 

que ( wji. FiS-^6 ) , ou bien fcroîf 

une I^rabole Seconde Quarré« 

Gvibf^tte> & donc k figure J&roif 
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à pea près femblabie à celle de 
la féconde Parabole Cubique , 
fon Equation devant être de cette 
forme (fé^^z^^zzzo). 
^ Que fi reprenant i'hypothêfc 
de rantepenultiéme cas, la Ra- 
ÉÎne eti quellion , outre qu elle 
j «toit Quadruple dans le plusr 
Maut Rang , di vifoit de plais àpré- 
fent le quatrième , ou bien tnéme 
le quatrième & le cinquième 
Ratîg, en ce cas rAffymjptotc 
d'une des Paire? deBrarnches Hy- 
perboliquesCon jugiiéci anxPara- 
Bôlique^ pilfleroit par l'Origine ; 
de plus datii la; fcconde fubdi vi-^ 
fîon la Paire de Branchelà la^ 
quelle appartiehdroit- cette Af- 
fymptote auroîc pour^AfTympto?» 
ré Courbe les deux Branches op- 
pofèes dune • Hyperbole. Gubir 
qoe , -ce qui fe combinaht: avec 
les cas cl-deflTus en produiroic 
QùâtredifFerens , :doht nous nous 
aifpenfons dd joindre ici tés Fi- 
gures, 
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^ures , croyant que le Leâeur y 

uppleéra facilement. 

Et fi la Racine en queftîon 
étoît de plus Racine Double du 
troifiéme Rang , alors il pafleroit 
par rOrigîne une Affymptote 
Double, & les Branches aufquel^ 
les cette Affymptote appartiens 
droit , & qui leroient Conjuguées 
aux Paraboliques dont il 4 été 
parlé ci deffus, auroient pour Af- 
fymptote Courbe ou les deux 
Branches qui vont en même fens 
dans PHyberbole Cubique , ou le 
Syftêmc de deux Hyperboles Co- 
niques àPuiffances réelles>ouima« 
ginaireside même Signe, ou de Si- 
gne diflPérent , & ces nouveaux 
jcas combinés encore avec les 
deux qu'on a déjà rapellés dans le 
cas précédent en produiroient 
huit autres fur lefquels il feroic 
trop long de s'arrêter ici. 

. éi enfin la Courbe ayant deux 
Paires de Branches Paraboliques 



dans une même dîreftîon , aînfi 
que cela s*eft trouvé arriver dans 
le pénultième cas de la divifion 
précédente, la Racine qui y étoit 
Quadruple au moins dans le plus 
haut Rang, Triple au moins dans 
le fécond , & (impie dans le troi- 
fiéme, fijdis-je, cette Racine divî- 
foit de plus le quatrième , ou mê- 
me Je quatrième & le cinquiè- 
me Rang, alors l'Origine fe troii- 
veroît dans TAflymptote de la 
feule Paire de Branches Hyperbo- 
liques Conjuguées , & de plus fî le 
cinquième Rang étoit auffî divifé 
par cette Racine,Ies Branches Hy- 
perboliques auroient pour Al» 
lymptote Courbe les deux Bran- 
ches oppofécs d'une Hyperbole 
Cubique. 

Nou5 voici donc enfin arrives 
au dernier xas général qui com- 
prend les Equations oii la Racine 
qu*on doit employer dans la 
Transformation eft au moins Di- 



î«7 
Vifenr Quadruple ciu pTcmîcr 

Rang , Dirifcur Triple du fe- 
concf , Divifeur Double du troi- 
fiémc % & .Divifeur Simple du 
quatrième , ce qui préfente,pour 
nous feirir encore du même ter- 
me que nous avons déjà employé 
plus haut , un nouveau fpcftacle 
de Courbes, dans lefquelles une 
même direftion d'Ordonnées eft 
à la fois coïncidente avec les der^ 
nîeres directions de quatre Pai- 
res de Branches Infinies , Hyper- 
boliques , ou Paraboliques , réel- 
les, ou imaginaires. 

Or il eft d'abord aîfé d'appcr- 
eevoir que fî Ton n'ajoute rien 
â la fuppofitîon précédente , les 

?uatre Paires de Branches feront 
ïyperboliques , mais leurs "Af- 
fymptotes Droites pourront être 
fituées à des diftances imaginaires^ 
de rOrigine , 6c aucune de. ces 
Aflymptotesne pourra paffcr par 
POrîgine. 

Qij 
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Quft fi la Hacine en qucftîon di% 
vifoic encore le cinquième Rang, 
rOrigine fe trouveroit alors dans 
une Aflymptotc. 

Et fi elle écoic de plus Divî- 
feur Double du quatrième Rang, 
ou même Divileur Double du 
quatriéme,&Triple du troifîéme, 
ou même encore Divifeur Dou- 
ble du quatrième > Triple du troî- 
iîéme , & Quadruple du fécond > 
dans ces trois cas TAflymptote 
Courbe des Branches aufquelles 
apparcîendroit rAflymptoceDroï- 
te dont nous venons de parler , 
& qui maintenant deviendroîc 
Double , Triple > ou Quadruple , 
cette AflTymptote Courbe ne fe- 
roit plus une Hyperbole Conî- 
que*, mais fon Equation prendroîc 
ou cette forme ( z'u^ i =: e? ) , qui 
a pour Lieu les deux Branches qui 
vont en même fens dans l'Hyper» 
bole Cubique > ou celle-ci { z^nf 
4- î-z;;:^^ ) > dont la figure eft à peu 



1^9 
près femblableâ celle des HypeN 

boles ordinaires » ou enfin celle-^ 
Cl (j&4iy + ! = <)), donc la figure 
reflemble à celle qui correfpond 
à la première forme. 

Que fi la Racine en queftion 
écoic Quintuple dans le premier 
Rang ) ou même Quintuple dans 
le premier Rang , & Quadruple 
dans le fécond > ou encore Quin?- 
tuple dans lepremier > Quadru- 
ple dans le fécond » & Triple 
dans letroifiéme, ou enfin Quin- 
tuple dans le premier, Quadru- 
{)le dans le fécond , Triple dans 
(^ troifiéme, & Double dans le 
quatrième ^dans ces quatre Sup-^ 
pofitîons on verroîc naître de? 
Branches Paraboliques , donc les 
AflTymptotes Courbes auroi^enc 
des Equations de ces formes (i^ -H 

La première de ces AflTympto- 
tes Courbes feroic donc la Para- 



bolc ordînaîre, ouCooîqtre, Ta 
féconde la Parabole première Cu- 
bîaue , & la troifiéme , & la qua- 
trième feroienc les premières Pa- 
raboles du quatrième , &du cia- 
quiéme Ordre des Lignes , lef- 
quelles rcffemblenc de figure à la 
Parabole Conique > & à la pre* 
micre Parabole Cubique. 

De plus dans le premier cas les 
Branches Paraboliques feroieat 
Conjuguées à trois Paires de Bran- 
ches Hyperboliques, dont H pour- 
roit arriver qu^unc Affymptote 
pafsât par TÔrigine, que cette 
Affymptote fut caincidente avec 
Tune des deux autres , ou même 
avec toutes les deux à la fois .... 
&c , félon que la Racine en queP 
tion di viferaic le cinquiemeRangy 
ôu bien encore feroit outre cela 
Divifeur Double dans le quatriè- 
me Rang , ou bien enfin feroit de 
Î^lus Divifeur Triple dins le trot- 
îéme. Or oo a vu déjà dans le 



premier membre de cent fubdi-* 
viiion quelles feroîenc en tous 
ces nouveaux cas les Affympto- 
tes Courbes des Branches Hy- 
perboliques qui leur appartiens 
droient. 

De même dans la féconde fup- 
pofition les Branches Parabolî-* 
ques feroîent Conjuguées à deux 
Paires de Branches Hyperboli- 
ques , dont Tune des Aflymptotcs 
pourroit pafTer par lX)rîgîne , ou 
même dont les deux Affympto- 
tes ) devenant coïncidentes , pour* 
roîenc y paflcr à la fois, félon 
que la Racine qui ferviroit à là 
transformation diviferoît le cin- 
quième Rang feulement, ou bieq 
feroît outre cela Dîvifeur Dou** 
ble du quatrième Rarîg. 

Et femblablement TAflymptote 
de la Paire unique de Branches 
Hyperboiicj ues qui feroît Con- 
juguée aux Branches Paraboli* 
qites de la troifiéme fuppoCtion V 



cetceAfTymptote nepalTeroic past 
ou pafleroic par l'Origine » félon 
que le cinquième Rang ne feroic 
pa$, où feroic divifé par la Racine 
en queflion. 

Voilà donc TEnumeradon 
f^eqaan de touces les formes 
principales que peuvent recevoic 
dans les cinq premiers Ordres Aq& 
Lignes les Branches Infinies Hy- 
perboliques , ou Paraboliques qui 
auroienc une même dernière di« 
rediori ^ & qui feroienc indiquées 
(lans les Efpeces particulières par 
une des Racines^ou par plusieurs 
Racines égales du plus haut Rang 
Horizontal de la Propoféç. 

De plus il eft facile de difcerner 
lefquelles feulement de ces for-^ 
mes peuvent avoir lieu dans le 
fécond, troifiéme , & quatrième 
Ordre , puifque nous avons in- 
diqué de quel Ordre dévoie être 
TAHymptote Courbe de chacune 
d'elles. 

Enfin 



193 

; Enfin fi on faifoic^les réflexions, 
femblablesfur les autres R.acines 
du premier Rang Horizontal de 
la Propofée , on parvîendroic de 
même à connoîtrelés figures que 
pourroit prendre le Syftcme total 
des deux , quatre , fix , huit , oa 
dix Broches Infinies qui peuvent 
le trouver à la fois dans les Li- 
gnes des cinq premiers Ordres , 
3uelle que pût être la dernière 
ireûionde chaque Paire d'entr'- 
elles v& fuppofant feulement que 
les Aflymptotes de celles qui ne 
feroîent point Paraboliques duf- 
fent pafler par l'Origine j car les 
Branches étant Hyperboliques, & 
leur Affymptote ne paflant point 
par rOrigine , il faudroit pour 
parvenir à en cqnqoître la natu- 
re , commencer ^ar ajoftter à 
rAbfciffe là quantité néceffaire 
pour porter i'OrJgioe dansTAC- 
fymptote , ^ pouf nou$ refera- 
vpns à parler plus b)|s de la jp^ix^ 

K 



Pufagc , ^Jont il â déjà été parle , 
de la Régie da Parallélogramme 
de M. Newton > cette comparai- 
^Dnferoic appercevoir une fuite 
fiouvelle de^raports de môme cf- 
péce & qui concourreroient avec 
les premiers à écablir la même' 
Analogie. 

En eflFet fuppofant aux der- 
BÎers Termes d'une Equation pro* 
pofée précifément les mêmes 
Symptômes qu'on a fuppofés à fes 
plus hauts Rangs dans Te Corol- 
laire précédent ,on verroit naître 
fur rÂxe de la Courbe qui feroit 
k Lieu de la Propofée, & à la pla* 
ce des Branches Infinies qu*a* 
voient données ces dernières fup* 
pofîtions ) les mêmes Points ordi- 
naires , ou Singuliers , Simples, 
ouMultiples,qui ci-deflus ont été 
trouvés analogues à chacune d*el* 
hs. La. diftance de ces Points a 
l'Origine mefurée fur la î Ligne 
des X Xeroit analogue À J^iocli- 
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naîfon des Âiïymptoces fur h Li« 

gne des y. Enfin ces Points au- 
roienc pour Tangente ou la Li- 
gne des X y on [y qui leur çon- 
rviendroit , fi. les B^ancbes ana-r 
logues dévoient du être Parabo- 
liques , ou avoir des Affymptotes 
qui paflaffcnt par TOrigine , & 
ce ne fefoit que dans le cas qu'ils 
euffcnt en effet Tunç des Coor- 
données pourTangente que Tob^ 
fervation des derniers Termes de 
la Propofée pour roi t feule fufErç 
pour déterminer leur nature. 

Mais bien que TAnalogie dont 
nous parlons reçoive de ces der- 
niers raports une confirmation 
nouvelle , ils ne peuvent cepen» 
dant , non plus que les premiers, 
en faire connoître la raifon a 
priori ; c'eft-à dire , que fi Ton voit 
avec évidence que les Points dif- 
férents font indiqués par, les 
, Rangs inférieurs, & les derniers 
Termes des Equations de la me- 

R.11J 



îh fera en confécjucritc aifé de 
conclure que l'Analogie ci-def- 
fus eft abfolament néceffàire pour 
que le calcul réponde , ainfi qu'il 
doit le faire , à ce que demande 
la nature de la Projedion. 

Qu'an mène donc d'abord pour 
cet effet par le Point Lumineux S 
( vôjf. Fig. 57.) deux Plans , l'un 
SFIG parallèle au Plan ACBâ 
fur lequel doit fe faire la Projec- 
tion , & l'autre SHLK parallèle 
au VhnJCBD qui doit être pro- 
jette : CCS deux nouveaux Plans 
rencontreront chacun celui des 
deux premiers auquel il ne fera 
point parallèle en une Droite pa- 
rallèle à laCommune Seûion ACB 
de ces deux-cî, & ces deux Droites 
FIGi HLK nous les nommerons 
la première la Direâfrice y &c la fe- 
conde V AmidireBrUe de la Pro- 
jeâ:ion. 

Qu*on place cnfuîte dans la Dî- 
ïedrice l'Origine de la Courbe à 



projettcr , 8c celle de fon Ombre 
ou de fa Projeâion dans TAnti- 
-dircftrice : qu'on fuppofe dans 
Tune & dans l^autre les Ordon- 
nées jr, & u parallèles à la Direc- 
tricej& à TAntidiredrice, & qu'on 
prenne pou t Axe de la féconde la 
Projeftion Cd de TAxe CD de la 
première : enfin qu'on nomme 
Hh / > & it f *^^ diftances SI, SL 
du Point Lurtîineux à la Direc- 
trice, & à rAntîdîfefltrice. 

Tout cela pofé les Triangles 
femblables SPl, CPp, & SP^^ 
Sfq donneront ces Proportions. 

z,yO\i LC-^Cf Somme des 
Bazes des deux premiers Trian- 
gles eft à Hh^, ou SI Baze da 
Supérieur comme :^q ^ ou Cl 
Somme de leurs petits Côtés eft à 
X , ou ?/ petit Côté du Supérieur» 
& comme Sf Somme des grands 
Côtés ell à SP grand Coté du 
Supérieur ^ #u à caufe des deux 



*04 
Courbe à projercer fe projctteroûc 

fur le Plan de Ptojeftion à une dif- 
tance finie de l'Origine de TOm- 
bre , à Texceptiofl feulement de 
ceux qui feroient infiniment voi* 
fins de la Direâricei ceux qui fe- 
ront ficués dans la Direârîce 
même ne fe projetteront points 
ceux qui lui feront immédiate- 
ment inférieurs fe projetteront in- 
finiment loin de l'Origine du côté 
des ;& poficives , & ceux qui lui 
feront immédiatement fuperieurs 
fe projetteront encore infiniment 
loin de l'Origine > mais du côté 
des z négatives. 

De mcme TAntidireélrice ne 
recevra la Projcûion d'aucun 
Point. 5 les Points qui lui feront 
immédiatement inférieurs rece- 
vront la Projedion de ceux qui 
feront dans la Courbe à projet- 
ter infiniment éloignés de TOri^ 
gine du côté des x pofitives , & 
les Points qui lui feront au con- 



traire immédiatement fuperieurs 
recevront là Eroj^iftion <k ceux 
qui feront dan&la Courbe à pro« 
jetter infiniment éloignés de l'O' 
rigine du côté des x négatives. 

X® Onappercevr^ encore facî* 
iement que plufieqrs Points iitués 
<en ligne droitic doivent Ce pojet- 
ter par autant 4^ Points fitués 
auflî en ligne droite; doii il fuit 
fans autre démûnftracion que 
rOmbrj^ d'jUQ^ Courbe quelconr 
quê fcmèfrc rencontrée par des 
Droites précifétnent: en autant de 
Boints que U Cqurbe donc elle efl: 
rOmbre, & qu'ainfi elle doit né- 
ceflairement être du même De- 
gré que celle-ci >, de plus que la 
Projediofl de Iji Tangente, ou dç 
i'Affymptoted'un Point quelcon^ 
que eft toujours ou Tangente, pa 
AiTymptote de la Projedion de ce 
Point : mais il y a cette différen- 
ce entre iè) Pj-ojeétions des Points 
îâferieuis^jk fuperieurs à laDi^ 



reétrlce , que 6 le^ Tangieows ^ 
l^oîncs inférieurs écoîenr fîttiées i 
ieurDroite«Oii à lecirGauclie dam 
la Courbe à projeteur, lés Tan- 
gentes des Projedions-de ces Points 
fcroient dans TOaibite -fituées de 
îa mêfne manière par raporc zut 
Points tjuVUés y ^MMbcroiem , 
ati lièù cftfellés^lcTl^îenciécrefi- 
tuées par raport à ces Points d'une 
manière oppofée,(î ceux dont ils 
repréféffltetît hf^-tojoâiwa a voient 
été idabs la Coarbe 1 projerter 
f lifSeriétiTs à là Dîre^iwe, . 

3« H fiiit-de ^la^que yûxm Point 
ou ordinaire, oû^eSerpcntèincot 
fe trouvoît placé 4ans la Dircc* 
t|-icctde fa^on tieairmoiasrKpa'il ne 
î'euft poîrrt pour TangeouêL^ il fc 
projetteroîc par <îeûx Branches 
infinies de la figuré de celles de 
fHypcrboIe Conique, c'eft-à-dire:, 
oppofécs , & (kuées rone à la 
ï)roite , Tautre i la Gauche do 
leur A(Iyinpi!ete conumiiie ^ 6c 
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î*Hypei:l>olifme de ces Branche* 
Ceroic d*un Ordre d'élévation ana- 
logue a ce\m de la Courbure du 
Point projette. 

Et fi on y plao^c un Point 
d'Inflexion, les deuxfiranches Hy- 
perboliq4ies q4ie repréfenteroit fa 
Projeftion koient toujours en 
fens contraire 9 niais elles Cerosent; 
fituées du roêmecôié de leur Af-* 
fymptote commiine, comme font 
celles ^e la CiiToide, ou Les deux 
oppofées de l'Hyperbole Cjubi-- 
que , leur Hyperbolifme • étant 
toujours d'un Dogré analogue à 
celui de l'Inflexion projettée. 

Enfin fi c'étoit un Point dcRe- 
broufferaent qu'on voulût placer 
obliquement fur la Dîredrice , il 
fe prôjetceroît par deux Branches 
Hyperboliques qui iroient en 
même fens,& feroient fituées aux 
côtés oppoies de leur Aflymptote 
commune , telles que font deux 
^e celles de l'Hy prabolcCnbiquc, 



io8 
JtlcurHypcrbolifmcferoîc fem- 
blablemenc d'un Ordre d'aucaoc 
plus haut que le RebroufTemenc 
projette feroic cenfé renfermer 
un plus grand nombre de Paires 
d'Inflexions ^ans fon Folium E'va- 
nomffant. 

4^.vSi rinterfedîoa de deux ou 
plufieurs Branches réelles , & à 
airedions non coïncidentes les 
unes avec les autres, étoit placée 
dans la Diredrice de façpn au'au^ 
cune de ce$ Branches ne dut Ta* 
yoir pour Tangente , Iç! Point 
Multiple que t^ette Interfeûion 
formeroit fe projetieroit par uti 
nombre de Paires de Branches 
Hyperboliques égal à celui qui 
exprimerqît la Multiplicité de ce 
Point i de plu3 les Affym|)tôte^ de 
ces Paires de BranehesHyperboli- 
ques ne pou rroientmanquer d'être 
toutes parallèles entr'ellesjen effet 
leur rencontre feroit impoffible^ 
.puifque fi elle étoif polfible ell^ 

devroic 



devrdît rcpréfcnter la Projedion 
d'un.Poînt placé dans la Dircdru 
ce. Enfin comme Tune de ces 
AflTymptotes dcvroit être la Li- 
gne même des z, fuppofé que 
Tune des Branches du Point pro- 
jette eût la Ligne des x pour Tan- 
gente > ainfi que cela pourroit ar- 
river > il s'enfuit que tout le Syf- 
tême d'Aflymptotes dont nous 
parlons doit être à la fois paral- 
lèle à la Ligne dts z. 

Mais fi , les Branches qui for- 
meroîent le Point Multiple pro- 
jette demeurant toujours réelles > 
quelques-unes d'entr'elles deve- 
noicnt coincidentes > on verroit 
naître alors dans la Projedion des 
Affymptotes Multiples. 

Et toutes les Paires de Branches » 
ou au moins quelques-unes des 
Paires de Branches adhérentes à 
cesAfTymptotes Multiples devien- 
droient Evanotêiff^ntes ^ ou n'exif* 
teroient^pour ainfidire, que par 

S 



Tetsr extrémité , fi lie Pbmt et» 
^trcûioniquoiqu-â dkeétlonï réel- 
les , étoir cependant impercepti- 
ble ,. comme le font le^ Gfaila*- 
rions àt Sommets ParaboIiqîie$- 
à' Paramètres imagînaîres,ou bîerï= 
5*11 étoit Multiple d*ane Multi- 

{>lici té imperceptible , aÎTifi que 
e Lemnifteros infiniment petït 
compliqué", ovt- non compliqué- 
d'Innëxion, quia la vue paroît ua^ 
Point wSimple, ou- bien enfin s*ît: 
étoit Multiple d'un Oi-dre imper- 
ceptible de Mukiplidté comme- 
lÊcQc par exemple le Kebrouffe— 
ment dont il a? été parlé à IxPage 
1^3 7» ^ qui à la vue paroît unh 
Point Double, bien qu'en cffer 
ce fort un véritable Point Qua^ 
<lruplé. 

Quant aux Branches de Points- 
Multiples , dcfqaelles les dîrec- 
nqns naiffantes dèvroîent être 
imaginaires,. fi fôn- mtrt dans la 
Hireâj^ice Ici Pokrts àuftjuels tir- 



Ves appanîendronc , elic^ fe pro- 
jetteront par des Branches Hyper- 
boliques , non à direâions ima«- 
gînaires, mais à Aflymptotes pa- 
rallèles à la Ligne des z > comme 
cèlies des cas précédens:feulemetfc 
leurs diftatfees a TOrigine fe- 
ront imaginaires , parce que U 
diftance de l'Origine aux Affymp- 
totes de l'Ombre dort , ainfî qu'il 
eft aifé deiappercevoir, & qu*on 
Texpliquera plus au long to<it à 
f heure, avoir pour mefure dans 
la ligne des u une quantité égale 
à nnrervalle compris fur la Corn* 
mrrne Seétion dti Plan à projetter,- 
Se de celai deProjeâio», entre 
tesPoînts oùcedr€ CommuneSec*- 
tîon eft rencontrée par la Ligne 
des X , & par k* Tangentes dont 
les Ombres font reprefentées par 
ces Aflymptotes.- 

5 ^ Mais fi la Dîteétrice eft fup^ 
pofée devenir «Ile-même la Tan- 
geme da^Paittt*pr€)jetié> pour coû^ 



]io3cre en ce cas quelle pourra 
être fon Ombre, il faut remar- 
quer que fi Ton mettoic dans U 
Direftrice riaterfeûion de deux 
Droites prolongées cii^cune. de 
part & d'autre , elles fe projette- 
roient par deux autres Droites pa- 
rallèles emr*elles,& dontladif- 
tance feroit mefurée fur laComr 
xnune Sedion des deux Plans à 
projettcr,& de ProjcftioDjpar Tinr 
cervalle compris entre les Points 
où les deux premières Droites ren.- 
contreroient cetieCommune Sec- 
tion . Si donc TAngle formé par 
ces Droites devenoit le plus grand 
qu'il fût podible > & que fes 
deux côtés furent ou tous deux 
inférieurs > ou tous deux fupe- 
perieurs à la Direftrice , il fe pro- 
jetteront par les extrémités fituées 
de même côté dans deux Droites 
qui formeroiem un Efpace Paral- 
lèle in:^niment large , &Jpar coa* 
féquem le Point de Courbe au- 



quelîlfcraît circonfcrîpt,& qui ne 
pourroit être qu'un Point ordinau 
re,ou un Sepcemement infini- 
ment petit , dont la Diredrice 
feroit Tangente , ce Point fe pro- 
jetteroit par deux Braricïres Para- 
boliques,& Convergentes à la ma- 
nière de la Parabole ordinaire, ou 
Conique. 

Que.fi le Point couché par la 
Diredrice etok Point d'Inflexion, 
fa ProjedioU feroit en ce cas don- 
née par les deux extrémités de 
Tune des Parallèles qui compofe- 
roient TEfpaceParalleledont nous 
venons de parler. L'Ombre de la 
Courbe prendroît donc la figure 
de la Parabole féconde Cubique 9 
ou des Paraboles Divergentes, 

Si enfin le Point touché par la 
Dîredrîce écoît un Rebroufle- 
ment , fa Projedion feroit repré- 
fentée par les extrémités oppofées 
dès deuxdiiFérentes Parallèles qui 
compoferoient cet Efpace Parai- 
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Befe , S: rOmbre feroît d'une f& 
gure femblable à celle de la pre^ 
iTïierc Parabole Cubique. 

Bien»encendu que dans ces trots- 
cas le ParraboUfme dès Branchçs- 
de rOmbre feroit d'^unDegré ana-» 
logu^ à celui diiSerpentement , 
de l'Inflexion , ou du RebroufTc- 
ment de la Courbe projertéejptTif-- 
^ue la? largeur de TEfpace Paral- 
lèle , ou la^ Baze de TAtïgie pro^ 
jetré prife fur laCommuueîyeârioffî 
du Pkn a projetter,& de celui de- 
Projedioti' ne peut manqiTcr d'ê- 
tre infinie d'un Ordre analogue ê^ 
celui qui exprimera^ de qu^l Or- 
dhrc devra- être infiniment petit le* 
Sinus du= Supplément die l'Angle' 
projette*, ou',ce qui eft îa même 
chofe, U'Côurbure du Point pro'» 
jette: 

6^. Si rinterfeâîon de déti» 
ou plufieurs Branches parmi lef- 
q'ielles il pou^rroir y en^ avoir de 
iTcmcidentes les uncx^ oi^^ec les ai& 



très, et même d'fmagrtiaircs, It 
«ne Interfcétion pareille étoit pla- 
cée dans la Directrice de façon 
qae cette E)roite y devincTangen^ 
te OU' d'une Branche feulement , 
ou de plufieurs Branches coiiici- 
dentés , danrs ces deux cas qui 
font les feuls de ce genre qui puif^ 
fentêtre imaginés (car il répugne- 
roit de fuppofer la Dire£l:rice 
Tangente d 'un e,ou plufieurs Bran- 
ches à dîreélions imaginaires ) > 
dans ces deux cas v dis- je , on ver- 
roit naître dans TOmbre avec le 
Syftême de plufieurs Branches 
Hyperboliques à A flymptotestoa- 
CCS parallèles entr'elles. Simples 
ou Multiples,àdiftancesréclksoa 
imaginaires de TOrigine , une ou 
plufieurs Paires de Branches Pa- 
raboliques de Tùne des trois Ef- 
pecesque nous venons de décrire: 
ainfi Flmcrfedion étant par exem- 
ple un Point Double fans Inflë* 
aion niSvjrpentement infinimenc 



petit, & dont une Branche feule-^ 
ment feroit toachéepar laDirec-* 
irice, la Projeaion repréfenteroic 
le Trident de la Fig. 5 4. 

7^, Si plufieurs Points Sim- 
ples, ou Multiples ) qui feroienc 
luppofés ne pouvoir fe réunir 
pour en former un feul MuUi^^ 
pie d'une Multiplicité fuperieure 
a celle de chacun d'eux , fi de tels 
Points fe trou voient à la fois pla- 
cés dans la Direârice de telle ma>- 
xiiere » & à telle diflance finie les 
uns des autres qu'on voudra Timar 
giner j la Projedion fe formeroic 
d'autant de Patres de Branches, 
ou d'autant de Syftémes de Paires 
de Branches à Affymptoces paral- 
lèles : mais bien que toutes les 
Branches d'un même Syftêm^ 
duffcnt avoir la même dernière 
direftion , cependant la dernière 
diredion des Branches d'un Syf- 
tcme ne pourroit être la même 
que celle des Branches d'un autpe 
Syftême. &<^. 
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8?. £c fi quelques-utis des Points 
<{ae Qous avoas placés dans 1:^ 
DircArice venoienc â s'éloigner 
infîhimenc des autres 9 ou , ce qui 
eft la même chofe » fi Ton plaçoic 
fur la Direârice une Âfiympcocc 
Simple; ou Multiple , les Bran- 
ches Hyperboliques aufqucUcs 
cette Aflymptote appartiçndroit 
fe projetœroient p^r autant de 
Branches Paraboliques , dont la 
•derriiere;direâ:ian leroit fembla* 
;bteâ celle de l^Direâirice: maïs 
il y auroit cette différence entre 
les Projetions des Branches fu- 
périeures,& înferieuriqs à la Dî- 
rcftrîce , qiie celles-^i iroient ca 
même feascue les Branches qui 
les auraient formées , au lieu que 
ceilcS-là tendroientducôté néga- 
tif vers laGauche^ou vers la Droi- 
te , félon qu*auroient tendu vers 
la Droite 1 ou vers la Gauche les 
Branches Hypefbpliqi|es dont d- 
,:tof rçpi;^(eoçfa:oient l'Ombre» . ., 

"" T ' 
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Par conféquent les Branches 
de laProjeaioo feroiencGooTer* 
genres à la manière de celles de la 
Parabole ordinaire, ou Conique, 
fi celles de la Courbe projeccée 
àvoienc été Divergentes à la ma- 
nière de celles deTHyperboleCo- 
nique , c*eft-à-dire oppofée^ , mais 
placées aux deux côtés diâférens 
de leur Aflymptote commune; 
elles feroîencDivergentes de la fa- 
çon de celles de la féconde Para- 
bole Cubique , fi celles qui les 
formeroient avoient auflî été Di- 
vergentes a la manière de celles 
qui font telles dans THyperbole 
Cubique , c eft-i-<iire oppofées , 
'& fituées du même côté de leur 
'Aflymptote commune j elles fe- 
roient enfin Divergentes à la 'ma- 
nière de celles de la première 
'Parabole Cubique » fi elles étoient 
formées par TOmbre de deux 
BrànchesHyperboliques Conver- 
gentes j telles qu W en voit dans 
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THypcr^Jolc Cubiqiiç. 

./ De plus le Degré de Parabo- 
lifme des Branches de TOmbrc 
ne pourroic manquer dans tous 

;ces cas d'être analogue au De- 
gré d'Hyperbolifn;ie aiç§ Branches 

.prpjc«t€es. . . t : . . 
, Enfin , Û r À flynapçQte placée 

;dans da Diredrice étoît une Af- 
fymptoce Multiple ,& à laquelle 

;*ppariînc le Syftêmede plufieurs ' 

JPaires . de Branches HyperbpU- 
quès <}ont chaciine ^n particulier 
Jf rQkii>éce(raif;ement de Tiine des 
trois É^rmes donc nous venons de 
^parler, en ce cas TOmbre copif- 
fvçn^to^t le Syflcme d*f u^a&r^de 
.^airc;S; 4^ Bf iaroç^cs ParaboliqtKts 
4çfflr%eSianaJogtieir â ijeUes dâs 
.^yperbi^iques.pac bâ Prajeftiôii 
.defqueUes elles fe Ceroîent for** 
mées^ 

jS O» C^ Ç50i>î^^i»cr^. facile- 
njent <Je, la ye^té, dç^ I4J verfjà de 
tCM«es^. ?rop9|Sri0^s; qu$ 'çoiw 
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venoQs de démohcré^* > & en gil* 
iierài il fera aifé de s*a^percevoir 
'a\ie les. différentes Branches In- 
finies de la Courbe a projètter doi- 
vent avoir pour Projeftion dans 
TAntidirearice des Points delà 
Multiplicitéj& ,dç l'efpece de Sin- 
gularité cjuiferoîent reqaifés,afia 
3ue , placés dans la Direékrice, ils 
onnailenc pour Ombres les dif- 
férentes Branches Infinies par lef- 
quelles , dans la fuppofition pré- 
lente, ils font eux- mêmes formés. 

Déplus , faifant un raîfonhe*- 
menf lemblable fur les Branches 
Paraboliques dont la dernière dî* 
rcâîôn devra être parallèle a la 
'iDîreélrîcc , oifi'trquVerà^ <qûè leur 
Ombré fôrm'éVâ aiifàiit dé ©îari-- 
^és HypJe^l!)oliq[ues ànalôguesl& 
dont rÂffymptore tombera né- 
cefTairement fur rAntidireÔrîce. 

On peut donc âpréfent , en ver* 
tu de tout ce que hdiis Tenons 
tfétâWk ci-deffus , àflureir géé^* 



ralemenccue T Analogie que nous 
avions ohiervéc{Pag.ï4.S^é'fuiv.) 
étok çainfi qoélnoua Tavôns an- 
noncédeputs, abfolumem nécef-^ 
faire V afin que les refulcats dix 
Calcul répondiflent , comme cela 
doit arriver eh efFec > à ce que 
les Principes les plus fimples de 
laThéorie des Ornbres,ou des Pro- 
jetions poij voient d'ailleurs, & 
indépendamment du Calcul faire 
découvrir fur ce fujet,.& voilà 
par conféquent la raifon à priori 
qtsc nous avions^ea dernier lieu 
promis de tloniljef deceitte Anaïot 
gjefî remarquable^ 

Avant néanmoins d'abandon-» 
iïtr entièrement cette matière 
cous croyons à propos de join- 
dre^ kiflcôx autres obfervaiions 
qui fero|}t comme autant de con- 
féquences de celles que nous 
avons déjà faites. 

En premier lieu nous remar- 
queionsquclaXhéprie que nous 

Tiij 
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Tenons de déveloper peut con- 
duire facilement à la démonftra-;^ 
, tion d'une belle Propofitîon ao-. 
noncée par M. Newton dans fon. 
Enum. Lin. y. Ord. ,& qui a été 
depuis démontrée dans les Mé- 
moires de TAcadémie Royale 
des Sciences de Paris par MM.. 
Clairaut , & Nicole Membres Jk 
luftres de cette Compagnie icèft 
que les cinq Paraboles Divergen- 
tes du t roi (îén>e Ordre des Ligne* 
peuvent elles feules former par 
leurs difFérentcs Ombres toutes 
les autre^i Lignei de cet Ordre». 

En effet rinfpedron des Figu- 
res que 'm. Nevton a affignées 
pour cet Ordre de Lignes fait 
voir {& d*aUleurs nous aurons 
plus bas occafiofï'deile prouver 
par 'd'autreîs moyens ) -que dans 
ce même Ordre», & (î on en ex> 
cepce feulement deu:{ des Paraba* 
les Divergentes , toutes les Efpe- 
ces qui n*ônt aucun? Ppini«: d'ior 



flexion doivent dès - lors avoir » 
comme en échange , deux Bran- 
ches Infinies Hyberboliques Di- 
vergentes , & fîtuéei de même 
côté par raporc â leur Aflympto- 
te commune, ou comme 1^ ap- 

feile M. >Ievton, deux Branches 
lyperbolîques à Diamètres , ér 
"vice verfa que les Efpéces qui • 
n'ont aucune Paire de Branches 
Hyperboiioues dans de pareilles 
conditions doivent avoir au moini 
un Point d'Inflexion. Or plaçant 
dans la Direftrice TAflymptotc 
d'une pareille Paire de Branches , 
fi une telle Paire a lieu dans TEf- 
pece propofée , ou bien , y pla- 
çant dans le cas contraire un Point 
G Inflexion , de façon que la Di^ 
reftrice en devienne Tangente ^ 
on trouvera par là le moyen de 
faire naître pour TOmbre de tou- 
te Ligne du troifiéme Ordre une 
Parabole Divergente de cet Or- 
dre. Donc par Tlnverfe il n'cft 

Tiii) . 
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poînt de Ligne du troifiéme Or- 
dre qui ne puiffè ccre formée par, 
rOmbre d*unc des Paraboles Di«, 
vergences de cet Ordre. 

Eç fécond liecrr Analogie obfer- 
véeci-deflus, &que nous venons 
de confirmer peut conduire aufll 
à découvrir fur les Points des 
Courbes des Propriétés analo- 
gues à routes celles qu on con- 
iioîtra déjà fur leurs Branches In* 
finies , & réciproquement à en 
découvrir fur les Branches Infi- 
nies d*analo^ues à celles q^i'on 
connoîtra déjà fur les Points dif- 
férents. 

Ainfî de ce que M. Newton a 
cnfeigné que deux des trois Pai- 
res de Branches Hyperbolique^ 
dont font compofés les Syftêmes 
des Hyberboles Redundantes da 
troifiéme Ordre ne pouvoient 
avoirde Diamètre fans que latroi- 
iîéme Paire n'en eût auffi néçef- 
fairemenC) de cela ; & des obfer-; 
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vatjons précédentes on peut dé- 
duire fort aifémenc cette Pro-- 
priété générale,& jufqu*ici incon- 
nue 4es Lignes du troifiéme Or- 
dre, que u une Ligne quelcon- 
que de cet Ordre doit avoir à la 
fois trois Points d'Inflexion , ces 
Points ne peuvent manquer d'ê- 
tre fitués dans une même Droite » 
& que f\ elle en a deux feule- 
ment > ja Droite qui les joindra 
fera néceflairement parallèle à U 
dernière dircftion de deux Bran- 
ches Hyperboliques ^u paraboU-, 
ques Divergentes , &: fituées de 
même côté par raport à leur Af- 
fymprote commune , c*eft-à dire, 
à la dernière direâion de deux 
Branches à Diamètres 5 ce qui pa» 
roît néanmoins contredit par les 
Figures que Tilludre M. Newton 
a jointes à fon Traité des Lignes 
du troifiéme Ordre.,. . & ainfi 
dès autres Propriétés. 
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piméc par un nombre impair , 
^^. que fi pour laTransformation 
l'on fe ferc d'une Racine Simple 
du plus haut Rang de la Propo- 
fée , il ne manquera à la Trans- 
formée que fon premier Terme j 
le CoeflScient de celui qui y de- 
viendra le premier ne pourra 
donc être qu'un Binôme ,- qui 
égalé à zéro ne donnera ^qu'une' 
Racine , & ne pourra par cônfé-^- 
quenc en donner d'imaginaires i 
4^. que fi on veut dans laTrans- 
formation fe fervir d'une Racine 
Multrple d'une Multiplicité eX-' 
primée par un nombre impair, 
en ce cas fi cette Racine n^eft pas 
confécutivemerit Multiple dans 
lès Rangs inférieures au premier, 
& toujours d'urïe MuhipHcité 
d'autant moindre que les Rangs 
s*éloîgneront plus du premier , fi 
cette condition , dont il a été par- 
lé P/fg-. I77>i78, 187 n'a point 
lieu , la Courbe ne pourra man- 



querdPàvoîr dès Branches Para- 
*boliques,& fi au contraire cecie 
condition a lieu > ce qui rendra 
Hyperboliques toutes les Bran* 
ches dont la dernière direâion 
devra être parallèle aux Ordon-* 
nées de la Transformée» pour 
lors il devra manquer à la Trans* 
formée un nombre impair de fes 
premiers Termes $ le Coefficient 
de celui qui y deviendra le pre* 
xnier par le manquement des au* 
^tres fera donc un Polyiiome c^un 
'Degré impair, & par conféqueiic 
l'égalant à zéro » il rifultera de 
cette Egalité au moins une Ra- 
cine réelle > ce qui rendra réelle 
'^1a diftance de l'Origine à Tune au 
• moins des' Affymptotes qui de- 
voiem être parallèles aux Ordon- 
nées delà Transformée» 

Il e^ft donc démontré que d^hs 

les Lignes d'un Ordre impair il 

' doit toujours fe trouver une Paire 

^^za moifas dé^ Brancàes Iftfinies 
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dont la direâion ne puifle être 

imaginaire j non plus que la dif- 

tance fÎDie>ou innoie de l'Origine 

à ton Affympcoce » c*eft à-dire , 

qu'il doit au moins fe trouver tou- 

- jours dans ces Lignes une Paire 

.réelle de Bi'anches Infinies Hy* 

. perbpUqoes pu Paraboliques. 

. Or quoique cette vérité put 
.aufli fe prouver d^une manière 
rfort (împle en fuivant jufques 
. dans rinfini,, comme Pa fait par 
. exemple; M. Nicole {vojyMefff^ 
de PAç^d. Raysledes Sciewes de 
Fwis ^»- 1 7 1 9- ) uû Sy fteme d'Or- 
données reprelemées dans une 
, Equation de la Co,urbe par une 
. Indéterminée qui y feroic éljeyée 
au Degré de rEquation mçme % 
nous avons néanmoins préfefé 
la démc^ftration précédente,par« 
ce qu'elle a Tavantage de répon- 
dre dire<%ement à la difficulté 
qu*ilétoiç naturel qu'on (ejfic fur 
ce ftijet • ^ que aous avif>ps,eii 



*3l 

€otiféquence expoféedans lecom^ 

tneocemenc de cette féconde R.6* 
marque. 

COROLLAIRE CINQUIEME. 

Oi^ ton enfeigne à découvrir les €ofp^ 
iitions qui peuvent rendre iune 
Multiplicité , ou d*une Singularité 
quelconque le Point où efijitué /*0- 
rigine , ceBes qui peuvent fsire 
p^jfcr far FOrigine F Asymptote 
étunetOuplufieurs.P aires de Brsn^ 
ches Hyperboliques de telle ou teSe 

fyece , celles enfin qui peuvent 
mer k la Courte propo/ee des 
Branches Paraboliques de telle 
EJpece quon voitdra. 

Ce Corollaire ne fera qu'une 
fuite naturelle, de ce que nous 
avons établi dans les deux der- 
: mers. En effet après les obferva* 
cions que nous y avons faites il 
eft prefqwe inutile de remarquer 
ici querOfigine ne pailant pomc 



ûar un Point propofc , ou par 
nl'Aflympcoce d'une ou plufieurs 
Paires de Branches Hyperboli- 
ques d'Efpeces données , ou bien 
enfin n'y ayant point dans la Cour- 
be de Branches Paraboliques de 
celle ou telle forte » fi l'on veuc 
connoîtredans quelles conditions 
pareilles chofes pourroient arri- 
ver , il fuffira de fuppofer vraies 
couces les Equations particulières 
. quit félon ce que nous avons fait 
Toir,en font lesSympcomes nécef- 
faires i d'où par la réduftion réi- 
térée autant qu'il fera befoin de 
deux Equations en une feule on 
parviendra à rejcprefiioo la plus 
fin^ple de. Tune des conditions 
'qu'ion éhercîïcrà, & on troutera 
'femblabiementlapluâ'finfple ex;- 
predion des autres conditions en 

{)renant dans celle-ci la valeur de 
'une des Lettres qui ^ont em- 
ployées d^'ns Ton • énoncé , & la 
fubuîtuatit.pair touç aflieurs, fé- 
lon 
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loo'qùcIcprefcriYcnties Régies 
ordinaires de i'Ânatife combinées 
avec celles que nous avons don* 
néêsauxP^i^. éO) ^ 1 18. 
î Si pareocemplc on vouloic fça- 
>voir dans quelles conditions TO- 
rigine deviendroic un Lemmif* 
ceros infiniment petit ordinaire » 
ou fans Inflexion , on feroit d'a- 
bord égaux à zéro tous les mcm« 
bres diftiérens des trois Rangsinfe« 
rieurs de la Propofée , on fuppo- 
feroit de même égala zéro i^. le 
quatrième Rang, a^. le Trinôme, 
qui viendroit en multipliant ce 
<}uatriéme Rang Terme à Terme 
par les Termes d'une Progreflîon 
Arithmétique quireût zéro pour 
l'un defes extrêmes,' 5^. le Binôme 
qui provicndroit femblablement 
en multipliant ce Trinôme par 
une nouvelle Progreflîon , & en- 
fin on fuppoferoit que le Binôme 
dont nous venons de parler ne 
pût divifer le cinquième Rang» 
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De même £. «m cberc&oîc daioi 
quelles coridîtions .une Courbe 
Propofée pourroic avoir un Syf* 
tême de deux Paires de Branches 
femblables de figure à. celles du 
Trident qu^on voie àlaFîgure 54V 
& dont il a éoe parlé ci-defiiis 
^ag. 1 77 , on fuppoferoit éeal à 
2ero I ^. le plus hauc Kang de la 
Propofée , x^. le Polynôme qui 
proviendroit de la muitiplication 
Terme à Terme de ce plus haut 
Rang par les Termes d'une Pro^ 
greffion Arithmétique qui eue £0- 
ro pwir Tun de fes Extrêmes , 3 ^# 
le fécond Polynôme qui proviens- 
droit de celui-ci par une multipli- 
cation pareille, 4^« le fecondR.an|; 
en dcfcendant, 5 ^. On fuppoferott 
encore cjue le Polynôme oui pro- 
viendroit de la multipIicatioQ 
de ce fécond Rang par une Pn> 
greffion Arichmétique* ne pouri- 
roit être en même tems égal à zero^ 
non plus que le croifiéme Poly«- 



nome qu'on aurpic pu tirer àq 
plus haut Rang « lequel ne fçau- 
roît en effet s'anéantir fans que 
les Branches Paraboliques de- 
yinflent d*un Ordre de Parabo- 
lifme foperieur au premier, 6^. 
fi rOrigînédevoitfc trouver dans 
TAfTymptote des Branches Hy- 
perboliques , on fuppoferoit de 
plus égal à zéro le troifiémeRang 
en deurendant , & enfin THyper- 
bolifme de ces Branches devant 
être du premier Ordre , on fup- 

goCeroit auffi que le quatrième 
.ang , ne poorrort devenir égal à 
zéro en même tems que les autres 
Rangs, ou Polynômes dont il a été 
déjà parlé , & ainfî des autres 
exemples qu'on pourroit propo- 
fer» 
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LEMME QUATRIE'ME 

* 

Oi ton donne une Méthode abrégée ^ 
^ analogue À celles du Calcul 
Différentiel y four tranf porter fO^ 
rigine d*une Courbe dans un point 
quelconque du Plan fur lequel 
cette Courbe ejl décrite. 

Nous avons déjà remarqué dans 
la première Seftion de cet Ouvra- 
ge {"voy.Pag.jy & ^') d'après M«. 
Saurin ,& Bernoulli, que nous y 
avons cités , que (î Ton bannilToic 
de toutes les Différentielles d'une 
Equation Propofée toutes les Di£- 
ferences d*un genre fuperieur au 
premier , qu'on lesdivifâtdeplus 
la féconde par 2 , la troifiéme par 
1 , & par 3 , la quatrième par z » 
zx 3 , & par 4 . . . &c , & qu*en- 
n on les ajoutât toutes enfemblç 
après {c% avoir ainfî préparées , 
la Somme qui réfulteroic de cette 
addition reprefenceroit la Tranf- 
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formée qu*on auroît eue en fub* 

ftituant x-f-dx, &7Hh<î; à* U 
placé de X , & dey dans la Propo- 
îée. Mais pour tranfporter rOrî- 
gîne d'une Courbe dans un point 
quelconque de fon Plan , il fuflSt 
(/>5&5^<-reprefentant deux Lignes 
indéterminées quelconques pofi- 
tives ,• ou négatives ) de fubfti* 
tuer dans l'Equation de cette 
Courbe /-+-;& , & q-+-u à la place 
de X , &: de jr. 11 fuit donc de là 
que pour avoir la Transformée 
convenable à cei effet il faudra 
feulement fuppofer dans TEqua* 
tîon qu'on pourra faire à la ma- 
nière que nous venons de décrire 
de la Somme des Différentielles 
de la Propofée que les quantités 
x^y^dx^dy reprefentent refpec- 
ti vement py^ yz^UyOïx bien en- 
core Z,y Uipyû. 

Et comme la première de ces 
iuppofitions a pardefTus l'autre 
Favantage de prefenter aux yeux 
la Transformée toute ordonnée» 



par cette raîfon nous nous en 
fervirons communément , & fur^ 
tout lorfqtfil fera qoeftion d'af- 
ligner une Transformée généra^^ 
le 5 mais il faudra en revanche 
préférer la féconde lorfque /, & f 
feront des quantités dojanées^ 
parce qu'alors il fera à propos de 
fubfticuer leur valeur à la place 
de dx , 6c de djf à mefure qu'on 
ppérera. 

COROLLAIRE PREMIER 
0ù ^on enfeigne à trouver les Points 

Multipies des Courbes Urf^uiUfofst 

fitués hors Ae ï Origine. 

Pour connoître tes conditions 
it'exiftence , & le lieu des Points 
Maltiples fitués hors de rOrigioe 
J^ fuflîra de tranfporter POrîgine 
dans un point quelconque dui 
Plan de la CourE>e propofée, après 
, quoi dans la Transformée con- 
venable à ce tranfport général 
cm fuppofera exiftens les Symp^ 
twnes^ue naus avt^ns yû.cl-de£- 
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foi avoir lien lorfqwe l'Origine 
dévoie fe trouver daBs le Potot 
cherché, & fi ces fnppofîtioDS 
nlmpliqaeDt point contradic- 
tion j elles mèneront à déterniH 
ner les indéterihinées p, & q re- 

{^refentées clans l'Ëqnation de 
a Somme des DifFerentîelles par 
x^& par^ , & propres à porter en 
effet rOrigine dans le Point en 
queftion >aufE bien que les con* 
ditions d oà dépendra Texiftence 
de ce Point. 

Ainfi Ton trouvera les Points 
Doubles d'une Ligne quelconoue 
enfaifant à la iois z=z6 i^. ion 
Equation mêthé » 2^. les deux 
Coefiiciens de dx £c de dy dans 
fa première Différentielle. 

Mais pour trotiver les Points 
Triples il faudra outre cela faire 
féparément zi:o dans la féconde 
DifFsrèntielle chacun de fesCoef. 
ficiens, c*eft-à-dire, celui dtdf, 
celui de dAr d^ , & celui de dx\ 



De même pour trouver les 
Points Quadruples on fera en- 
core 1=0 chacun des quatre 
membres de la troifiéme DifFè- 
rentielle. . • & ainfi des autres. 

Tout cela n'eft qu'une fuite 
ou de ce qui zétéàitPsg^ 5>i>9*> 
dans le Corollaire premier du^ 
Lemme troifiéme » ou de ce que 
laPropofée,&fes différentes Dif- 
férentielles par ordre doivent for- 
mer les Rangs differcns de TE- 
quation qu*on peut faire.de la 
Somme de toutes les Diflferen- 
tielles à la manière qui a été dé- 
crite ci-defTus. 

Et on peut d^abord en con-* 
dure que Texiftcnce des Pointa 
Doubles dans les Courbes n'eft 
engénéml attachée qu*à une con- 
dition , que celle desPoints Tri- 
ples dépend de quatre condi- 
tions, celle à^s Points Quadru- 
ples de huit , celle des Points 
Quintuples de treize ... &:c > ce 

qui 



quî n'empêche pourtant pas que 
dans des Êfpéces particulières ces 
Points Multiples^ n'ayent lieu ab* 
folùment , ou indépendamment 
ëë toutes condîtions , &- même 
qu'ils ne deviennent en d'autres 
Efpéces abfolument impoffibles; 
Mais ce qu'il nous importe fur- 
tout de faire voir ici,c'eft le peu 
d exactitude d'une Méthode con- 
traire à la nôtre, qui a été don» 
née par M. l'Abbé de Bragelon- 
gne pour l'invention des Pointa 
Triples , & que ce Géomètre a 
dit être applicable par induftion 
aux Points Multiples d'tin Oi»dre 
fuperîeur de Multiplicité. 

Cette Méthode , que l'Auteur 
a expliquée à VArt. i^i^cjrjuiv^ 
de fôn Ouvrage fur les Lignes du 
quatrième Ordre , confmeroit à 
comparer feulement à la Propo- 
fée trois Equations particulières , 
qui ferôiéntles mêmes qu'on au* 
roit en égalant féparément à ze^ 



ro les crojs Coeâîcieifs de la fe« 
conde DifFcrentiélle prîfe à notre 
manière , fans qu'il rat néceflj^i* 
re éfi lui çpmparer^.encore , aiàfi 
que nou^ Tavoqs prefcrit, lesdeux 
gucires .Equations particulières 
qv^on auroi( fenoblablement en 
égalant à zéro les CoefEciens de 
la première Différentielle > d*où 
il-, luivroic que. Texiftence des 
joints Triples dey roit dépendre 
non de quatre Conditions , ainii 
que nous Pavons marqué , mais 
de deux Conditions feulement. 
] Or après ce que nous venons 
d^ dire il doit çtre évident que 
jG l'on tranfporte rOrigine dans 
fc Point trouvé par cette Mé- 
thode , il ne manquera eflentiel- 
lement à la Transformée conve* 
nable à ce tranfport d'Origine 
que le premier, & le troifiéme de 
fes Rangs Inférieurs i le fécond 
pourra au contraire s'y trouver , 
& il $y trouvera même né- 
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confiances. écrangeres ne foienc. 
caufe que les mcmes fuppofi- 
lions. qui. faixisfcrQr«nî;(lafts cçT'- 
taiiiesj£Cf(ecè9]paj(icaUieres. aux 
quatre Equ^cifin? flo^tf parlé M. ., 
<br B-/ iacisfaâenc auâî aux deux 
autres qut nous croyons qu'il 
a^oûbliées icequi arrive en eâFec 
dan$ les Exemples que cet Auteur 
s-eftçropofé;.. 

r, P»r cçMifequenc la Méthode , 
qall adonné^^ne pourroit portier 
efleritiellemcnt à un Point Triple 
qu'autant qu'il feroit vrai que 
rOrigine fe trouvant dans, un 
Pôiqt pareil il ne devroit man- 
quer dans l'Equation de la 
Gourbe que le premier,& letroi- 
fiémed^ Tes Rangs inférieurs , & 
noô les trois premiers Rangs à 
U fois 5 or cela çft contr^^ire de 
a^x Principes que pop5 ayops;. 
établis pUi5 haut ( t^jF.'jPif^,>^ )j^ 
& à ceux que M. de B. a démçHn^ 

xij 



trè luî-mêine dani'fon croifiëme 
JVlémoire ( An. 136.). 

C'eft ainfi qu*à en juger^par la 
Méthode de M. de B. ôndonae- 
roit un Poirtc Triple- à-^^la Courbe ? 
donc rEouarion ferbîc {,y ♦ 4- Âr * ^ 

~3^^ J^-+-^î=^)» & ce Point 
devroîc fe trouver en faîfant dans 
cette Courbe (x =: a ) , 6c{y:i=:a):^ 
cependant il efl: certain <jûe le 
Point où ces fuppoficions pbrte- 
roient doit être non un Point TrU 
pie , mais un Serpentement infî* 
nîment petit , qui comme on Ta 
vu plus haut e(i un véritable 
Point Simple. 

Et il eft à propos de remarquer 
à cette occalion que fi la Métho- 
de en queftion n'indique point 
néceflairement les PoîntsTriples, 
aînfi quefbn Auteur le prétend, 
»d iïioins indique-t*eile nécéffai- 
rement Talternative entre rexif«- 
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tencerd^un Point Trîplc,& Texif- 
ten^e d'unPoint Simple Singulier. 
Il faut néanmoins fe bien gar- 
. dçr.'îd'ailleurs de la croire géné- 
rale pour tous tes Points Singu- 
liers 5 car indiquant ceux qui , 
s'ils étoient placés dans l'Origine, 
feroient manquer eflentielle- 
ment quelques- uns des Rangs 
fuperieurs au fécond , elle ne 
peut faire connoîcre de la même 
manière ceux qui placés fembla- 
blement dans l'Origine ren- 
droîent fimplement divifibles par 
Je fécond Rang quelques-uns des 
Rangs qui feroient fuperieurs à 
celui-là. 

Quant à la Méthode que M. 
rAbbé de B. avoit donnée dans 
fon fécond Mémoire , ( Art. 90. ) 
pour rinveritioh des Points Dou* 
blés , elle eft à la vérité bonne , 
&exàâ:êV cependant il y a en- 
' core quelque chofe à reprendre 
dans la manière dont cet Au- 

Xnj 




teur en a fait rappltcacion.'^ : ; 

En premier Uea , lorfqu^il s'a- 
git de réduire deux Equations 
en une feule > H n^employe pbs 
pour cela la Mécbode de' M. 
Ne\rton , dont nous avons déjà 
tant parié , & qui eft la pltrs ùm^ 
pie & la plus générale qu*on coo- 
noîflTe pour cet efFet. Au contrai- 
re il prefcrit de tirer la Racii» 
d'une des Equations quil appelle 
Auxiliaires > & d'en tubftituerla 
valeur dans l'autre . . . &c. Or 
cette Réfolutfon d'Equations ren- 
fermant différentes difficultés , 
ce ne fera auffi que très-difficile- 
ment qu'on parviendra par fou 
moyen à la détermination de la 
condition de Texiftence du Point 
cherché , & c*eft néanmoins ce 
qu*on doit principalement avoir 
en vue d'affigner. 

En fécond Heu M- TAbbéile 8. 
s*eft contenté de faire connoîtrc 
fi les Courbes avoienc des Points 



DouBles , & il ne s'eft point atta- 
ché , comme il auroit été natu- 
rel de le faire , à découvrir les 
conditions par Texiftence def- 
quelles les Courbes, qui en gène* 
rai n*auroient pas de Points pa^ 
reils , pourroienc néanmoins eo 
acquérir quelquefois. 

En troifiéme lieu , & cet Arti- 
cle mérite une attention particu- 
lière , cet Auteur néglige dans les 
Exemples quHl s'eft propofé des 
Divifeurs d'Equations, dont à la 
vérité Texamen auroit rendu fon 
calcul plus long , mais que ce^ 
pendant il n'étoit nullement en 
droit de négliger > puifque lorf- 
qtfil s^agît d*examiner les Raci- 
nes d'une Equation, il n*y a au- 
cun choix a faire entre les Di- 
vifeurs diflferens dans lefquels en 
certains cas particuliers cette E- 
quation peut fe décompofer. 

Et quant aux Méthodes que 

M. de B. annonce dans l*Aver- 

— — •• • • 
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tîflcment qu'il a mis à la fia de 
fon troifiéme Mémoire pour crput 
ver les Points Multiples d'une 
Multiplicité quelconque y elles 
ne pourroicnt fans doute mao- 
quer de participer aux défauts 
des précédentes , puifque l'Au- 
teur prétend qu'elles doivent être 
déduites àc& niême's Principes 
que celles-ci. 

Mais outre cela il eft affez 
furprenant que ce Géomètre par 
roifle comme il le fait dans cet 
Avertiflement avoir- pexifé que 
dans des Ordres difFérens il fau- 
droît difFérentes régies pour dé- 
couvrir des Points d'une même 
Multiplicité , & il Teft encore 
davantage qu'il promette TEnu- 
meratïon des Lignes du quatriè- 
me Ordre , n*ayant encore rien 
dit fur les différentes Efpéces , & 
les diflPérentes difpofitions ref- 
peftîves de Branches Infinies, qui 
peuvent avoir lieu dans cetOrdreL 
de Lignes» 
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COROLLAIRE SECOND 

O» l^on enfeigne à tiret Us Tangtn^ 
tes Hun f(^nt quêUçnque , Sim-^^ 
fie » ou MMple , Ordinaire , ou 

• Singulier^ fitiéé k telle diftame 
quon "voudra de l^Origine » à eon- 
noitre k tous égards l'E/pece dont 
untelpoif^tpeutétreycy enfin à 
difcerner dans quelles conditions 
tm Point quelconque peut devenir 
de telle ou telle EJpece pr&pofée. 

Après s*être convaincu par îa 
Méthode qui a été indiquée dans 
le Corollaire précédent (î une 
Courbe à un, ou plufieurs Points 
Multiples d'un Ordre donné ^de 
Multiplicité , pour parvenir dç 
pHisà tirer les Tar^entesd'un tel 
Point, & pour s'aflurerde quelle 
Efpece il devra être dans fon Orr 
dre de Multiplicité, on commen- 
cera pai* y tranfporter en efFeç 
rOriginc, ce qui aemandera feu- 



kmenc qu'on fubfticuë dans l'E- 
quation £aice de la Somme de» 
£>ifiFerencielles les Valeurs refuL 
tances de toutes les conditions 
de la Multiplicité e& qt^ftion , 
après quoi on fefa fur cette Equa- 
tion ainfi changée , y regardant 
toujours àxyéidjf comme fes in^ 
déterminées, les mômes obfer- 
rations qui ont été faites fur les 
Propofées dans le fecbnd>&daxis. 
le troifîéme Corollaire du troi- 
fiéme Lemme. 

Mais fi on cherehoit d2hn& 
quelles conditions un Point queU 
conque pourroit devenir d'une 
Mukiplicicé,& d'une Efpcce Pro- 
ppfée , alors il faudroit ne faire 
aucun changement , nî aucune 
fubftitution dans l'Equation de 
la Somme des Différentielles , fie 
s'en fcrvir ainfi qu'on s'eft fervi de 
laPropoféedans le Corollaire cîn^ 
quîéme du troifiéme Lemme. 
Pat^conféquent puifque dan^ 
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la Coppofîtion dii Lemme troifié» 
inc^ où le Point qu'on examinok 
:étoic placé dans TOrigine même» 
»il a fiffi-pour trouver dins ce 
J^oint le. rapport âcnàm ^ c'eft- 
à-dire , celui de fà Soucangente 
avec fon Ordonnée , de chercher 
le rapport des deux Coordon*- 
nées dans TEquation particulière 
qu'on a pu faire du RangHori^ 
zontal que la Multiplicité du 
Point avoit fait devenir le pre- 
mier y puîfqut dVilIeurs dans la 
fuppofition préfente la Tranf^ 
formée que repreféhte lïqua- 
tîon faîte de la Somme des Di£. 
fércntîclles » & dont les différent 
tes DiflFerentielles forment par 
ordre les Rangs diflferens, puif- 
que cette Transformée eft dans 
le même cas & les mêmes con- 
ditions où étoit la Propofée du 
Lemme troifîéme > il fuit de tout 
cela que pour trouver en géné^ 
rai le rapport de la Soûtangeote 



& de l'Ordonnée dans titt Poîoe 
quelconque, fitué à celle diftance 
qu'on voudra de l'Origine , îl Fauc 
chercher le rapport de dx à ây 
dans la première encre lesDîf- 
ferencielles donc la Mulciplicicé 
du Poinc ne fera pas difparoîcre 
à la fois tous les CoefEciens. 

Donc fî le Point eft Simple , il 
faudra prendre pour le rapport 
.de la Soûtangente à l'Ordonnée 
la valeur que donnera la premiè- 
re DifFerentielle pour le Rapport 
de dx à dy. 

Mais h le Point eft Double il 
faudra aflîgner pour valeurs à-ce 
même rapport celle que donne- 
ra la féconde DifFerentielle pour 
le rapport de dxà, dy.. .6c ainfi 
des autres Points Multiples. 

Et fi Ton veut de plus s'affu- 
rer fî le Point , au cas qu'il foie 
Simple j ou bien au cas qu'il foie 
Multiple , (i l'une des Branches 
qui doivent le former ne fubilTent 
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point des Inflexions , ou des Ser-, 

p^ncendefi^ infiniment petits y on 
concluëra de ce qui a été die 
dans le troifiéme Corollaire du. 
troifietne Lemine qu'il fufiîra 
poqr celâ,4'€!xaminer fi U DiflFe* 
re^tielk d^yppuë la première par 
ranéapcià^^rtfenc de tou$ les Coef* 
dens des Différçqtielles Inferieu* 
re$ n'aura point de Divifeur çom* 
mua avec les Difi^rencielles im- 
médiatemem fuperieures^ 

Le Point étant Simple » par, 
exemple , on pourra aiTurer qu'il 
fera Point d'Inflexion fi la pre- 
mière Différentielle ordonnée 

par rapport à la fràdîon ^ di- 

vife la féconde DifFerentielle or- 

doni^ée femblablement , au lieu 
que ce Ceroit un Serpentement 
infiniment petit fi la première 
DitfferentielLedivifoir à la fois là: 
féconde , & la troifiéme. 
.Mais le Point étant Double^ fi 
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éè plus IVh des DWîCôurs<îe la 

fëéonde Diflfefemielle dîvife pa- 
reillement la troifiéme, on pour- 
ra conclure alors que rune des 
Brandhek doft t <?ePoiiH fera fbtfmé' 
fubîrV daiïs ce Point même wnc, 

lin Serpenteniem infiniment pe- 
dt,au cas que leDÎTifcur en quef- 
tion divife à la fois la troi<îéme/ 
& la qtiatrîémepiiferencîéll^A^ ^ 

De même on jugera de la coin-* 
cîdènce , ou dé la nêm coinci- >^ 
dence des dîflferentes Branches 
dont un Point Multiple fera 
compofé par l*^aliré,aa l'inéga-. 
ijté des Racines que donnera la. 
.Différentielle devenue là pre- 
mière, fi on en fait une Equa^ 
tion particulière* 

Et femhlablement ces Branches 
feront démontrées coincidemes 
avec V^ovL Vy qurieur convien-: 
dront,c'eft-à^re^qaele^^^'oales. 
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par un Minimum , H TEquatioo 

Faite de la Différentielle devenue 
•la première doit avoir des Raci- 
nes ou nulles , ou infinies , ou , ce 
qui eft la même chofe , s'il doic 
inanquer à cette Diffcremieile 
-fcs premiers membres vers la 
Droite , ou vers la Gauche. 

Mais (î , la fituàtion d'un Point 
Multiple , ou Singulier n'étant 
point déterminée , on chcrchoit 
au contraire dans quel endroit 
jduPIande la Courbe pourroit fe 
trouver un tel Point , ou bien 
même utï Maximumff ou unMi- 
nimum^ alors appliouanc ici les 
principes établis ci-deffus on dé* 
couvriroit differentesReglesdont 
voici les huit principales. 
METHODE. 
four trouver les Maximum j ^ lc$ 
Minimum des x^ (jr des y. 
Il fuffira pour cela de faire égal 
à zéro le Coefficient de d^ , ou de 
d^ dans la première Différentiel* 
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ie il 8c côrt binant rE<juatit>irtpw 
ijéfukcra de cette fuppofîcionateP" 
Jla Pmpofé/e , on cri ti/iera les va- 
leurs écxyOfi de y propres a» /W^- 
jcsmum » Qif 3U: Minimum cherclié;. 
Bicsn entendit cepewbmt que 
les deti X Coc/Sci^ins dç la fre n>te- 
jre DiffèfemtblJie ne viemIcoQXC 

£ cela a^fivoitie Pomt trouvé fo- 
roic ira Poûk Double ybLXkc pmjr«- 
iroic être la. liimite propremeioc 
^ice dW Jl£ijj/i»Moir > ou d'iu» 
JMinim!um^ : î 

Ëv> efif^c.^^foTaftt màne que 
ce fut utn ICebroufTemeni: d'u^e 
direiSlioiJb coïncidente avec celitf 
lies/, alors ume vatleiir à^yyéc^ 
viendroitderéeUcîCiX)îffaiweiima^ 

finaire,éC:Uiw autre y devien- 
roic d*in!^igÎ0aiï'e,réeUed&ro4i*- 
hxii^i$Mvi£è versi > mais ee ne fe- 
roit pas une même râleur d jk qui 
y dévie ndroiç de cfviffitute i oér 
iuroiffance > Q» ,d« ièéoilQÎ^a^j. 
croifTamea 
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MET HÔ D E 
Pùut trouver les P^oints d*Inftexioni 

: Oh ordonnera par rapport à la 
Irakien -^ la première, & la fé- 
conde Differenciellp ,& ayant di- 
vifé celle-ci par celle-là , on fupr 
pofera égal à zéro le Relie que 
donnera cette Diviiîon 5 cette 
fioUveUe Ëquatktn étant enfuite 
combinéeavec laPropofée par lei 
Forniufa» de M&. Ne^gf ton ^. ou par 
ia Méthode dontnoas nous fom- 
mes nous-mêmes, fer vis P^^ç. 60. 
y en refultera les valeurs de xj 
eu lie /'. coni^èh^bies.au Point 

; Cela fuppofe ' néanmoins que 
toutes les fubfticutions jpropres à 
ce Point étant faites la première 
DifFerehtielle ne fe trouvera 
point divifer la troifiéme , auquel 
cas le- Point. fcroic unSerneate- 



ment înfipîtjienc 4>ecîc,, ou encore 
que lescfc'ux CoefEcrensde la pre- 
mière DifFcrcmieUè ne devien- 
dront pas à la fois égaux à zéro > 
te qui rendrou JOouble le Poiac 

--'^ ^^' M fe^T H ODE 

Tûuifraui/frlés S^er^nhhHns infini^ 
imnt fcufs. 

On dîvîfera? M troifieme y & la 
féconde Diflfert/œielleTipaLr fa prc% 
miere/,xni rédinf aknfukd.àune 
feald les deux. Ei^tïations'qàoa 
aura en égalant à là fois à zéro 
les Reftesquî proviendront de cds 
deux Divife>ns* Enfin îlaRéfuU 
tante de cette rédadron ëtanc 
combinée avec la Propofée » ovl 
déduira de tout cela 6c les va-- 
leurs de x, & de ^ propres à por-- 
ter au Serpcntement, & la con- 
iditionde fon exiftence. * ^ 

Cela fuppoïc femblabfemenc 
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qtic la première Diflféreritrelïe ne 
pourra divjfer la quatrième en 
même tems qu'elle divifera la 
feconde,& la troifiémc , comme 
aafli que les deux Coefficiens de 
la première Diâêrencielle ne de* 
viendront point à la fols égaux 
à zéro par les fubftitutions con^ 
venables à ce Point , car fi Tune 
ou Tautre de ces conditions a- 
voient lieu , le Point deviendroic 
ou une Inflexion de la féconde 
Efpece, ou bkn un Point Double^ 

METHODE 

Four trouver les Points de Rehrouf- 
Jement ordinaires* 

. Pour cela H ferofe à propos de 
chercher d^abord laiituation des 
Points Doubles dAnt la Courbe • 
peut être chargée , ce qu'on fe- 
roit par la Méthode qu*on a don* 
fiée dans k dernier Corollaire > 
& examinant enfuite de la ma^ 



BÎcrc qu'on a enfeîgné dans ce-. 
lui -ci quelle dcvroïc être TEfpe- 
ce des Points trouvés , on vien- 
droit à bouc de fe convaincre (L, 
l'un de ces Points ne pourroic pas 
être u n Rebrouffement. 

Mais fi on vouloir trouver 
tout d'un coup lesfeulsRebrouf- 
femens ordinaires > & non les 
autres Points Doubles qui peu;* 
vent avoir lieu dans la Courbe 9 
en ce cas on multiplieroit la fé- 
conde DifFerentielleTerme àTer- 
me par les Termes d'une Progref- 
fîôn Arithmétique, qui auroit ze* 
ro pour l'un defes Extrêmes , 8c 
on la diviferoit enfuite par le Pro* 
duit qui auroit refulté de cette 
Multiplication : après quoi le 
Reftede cette Divihon feroit fait 
égal à zéro , & on combineroic 
par les régies qui ont été don- 
nées ci-defius rÈquation que ce- 
la produiroit & avec la Propofée , 
& avec les deux autres Equations 
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?^u*on pourroit faire en égalant 
éparément à zéro chacun des 
membres de la première DifFe- 
rcntielle , ce qui ferpic connoî* 
tre & la valeur des Coordonjiées 
correfpondantes au Rcbrouffe- 
menc cherché , & les deux con« 
dicîons de fon exiftence. 

Bien entendu cependant que 
la troifiéme DifFerentielle ne 
pourroit fe divifer^ainfi que Tau- 
roit pu la fecoiide> par le Produit 
trouvé en multipliant cette fe-f 
cotade DifFerentielle Terme 4 
Terme par les Termes dHme Pro- 
greflîon Arithmétique, & que 
d'ailleurs les trois Coefficîensde 
la fecondeDifFcrentielle ne pour- 
roient devenir égaux à la rois à 
2ero 5 car fi l'une de ces deux 
cfaofes avoit lieu , le Point trouvé: 
feroitou uneOfculacion > ou un. 
Point Triple. 



METHODE 

Four trouver Us Ofctdstiom 
ordinaires^ 

Elle cft la même qitc h pré- 
cédente à PexceptioQ^q^^'il faudra 
à rhctireqa*ii eltdivifer non feu- 
lement la féconde Différentielle,, 
mais encore la troifiéme par le 
Prodùùc trouvé en multipliant la 
féconde Terme i Terme par les 
Termes d'une Progreffio» Arich^ 
métique , ce qtri donnera deux 
Relies au lieu d'un > Se par con- 
féquent cinq Equation» à com- 
biner y & non quatre feulement y 
d^oii il refultera enfin trots coH'^ 
dit ions de TExiftencc des Ofcu-- 
lacions , au lieu que nous n'et> 
avenus trouvé que deux pour Te- 
xiftence du Rebrouiïement. 

Et on fera des Remarques ano* 
logues aux précédentes pour le» 
ca^ où les Branches dé TOfcula- 



tîoo vîendroîencà acquérir queT- 
que nouveau degré de Siffgularitér 
iromme auffi pour ceux oii le 
Point devroit devenir Multiple 
d'une Multiplicité fapérieure. 

METHODE 

Tour trouver les Poinu Conjuguh 
, de 1/& première Effece^ér Us Points 
DouBles ilnterjtdfion. 

On fubftîf uëra à^tï^ la féconde 
DiâS^remielle & les valeurs des 
Coordonnées , & le refultat de la 
Condition qu'on aura trouvé 
être propres aux Pokiis Doubles, 
après quoi on fuppofera dans 
cette Différentielle q^ue le Quar- 
ik de la moitié du Coefficient de 
d^fd^ foie plus petit, fi l'on cher- 
che un Point Conjûgaé^ ou plus 
grand » fi Ton cherche un Point 
de Croix > que le Produit du Coef- 
ficient de àj par celui de'd;^* . . • 
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Et fi les deux Branches imaginai* 
res, ou réelles du Point devoîeoc 
fubir chacune une Infiéxiôn dans 
ce Point ^ ilfaudrok alors égaler 
encore d zéro le Refle qui vien- 
droit de la Divifion du quacrié* 
nîe Rang par le troifiémè , mais 
fi il n*y avoît que Tune des deux 
Branches feule raent qui dût fu- 
bir Inflexion > alors il faudroic 
fe contenter de fuppofer un Dî- 
YÎfcur Communao quatriémCsS: 
au troifiémè Rang . . . &c« 

METHODE 

Four trouver Us Ltmnijctros infini'' 
ment petits. 

On multipliera la troifiémè 
Différentielle Terme à Terme 
par les Termes d'une Progreffion 
Arithmétique qui ait zéro pour 
Tun de fes Extrêmes, & on réï-^ 
térera cette Opération fur le 
Produit même qu'on viendra de 

trouver 



cspd, Çfcc)id<)i.ijc,|to5; l^uel on di- 
yttera k crôifieme Différentielle , 
& h premier Produit trouvé. Del 
R^ep qui; fçTult^rqofide ces 
I3tî«fiops.0p fer4 deut Equations 
particulières qu'on combinera &• 
a,yec la Propofée:, 8ç avec les cinq 
autres Ecjuations qu'oij pourra 
faire en égalant (eparçment à zé- 
ro chacun des Coefficiens de la 
première , &'de I» féconde Dif. 
ferentielle , & on tirera enfin de 
lÀ & les valeurs des Coordonnées 
qui appartiendront au Lemijîf, 
ceros cherché,, & les fixcondi- 
.tioiîs d'où (fépehdra fotf exif- 
eence: ■•/•!.•. 

■ Eifile.Poinc eût: dû" erre ou*^ 
un Leranifceros infiniment petit' 
compliqué d'Inflexion , bu l'Of- 
cdlation des Sommets d'une Pa-- 
«aiiwle feconide.CuWq «* êbd'une' 
Parabole drdinàrre^ en cf cas on 
aiiroit divifé de plus la quatriéw' 
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mè D\&ertfté\c{ieà^'i^t 1^ pKHi 
rtîer, ou- p^rlé fècocKÉci^s Pro- 
duits trouvés tout à ri!k€are> fiE 
les Siiù&e$ qui feroîeâc pro?:enus 
de ces DlTifions étant égalés i 
zéro , auroienc foarni «ne nou- 
velle Ëquatfén â comèkier avec 
fes ancres ci-deffm , & parcon^ 
fcquenc une Septième cofididooi 
d'exîAence. 

METHODE 

Four trouirer Us Points deRebnfu^-- 
ment de U froifiéme Ef^ece , dr 
dtfquds il s été pArléflus hsuf 
(voy.Paç. 137.). 

On multipliera la quatricmei 
Piffereatielle Tetme à Terme 
^r les Termes d'troe Progreifiofi 
jfturirhraétiqiM dont Z£fo^ Coic »o^ 
des Ëjspfâmes , ott fera lar même 
QperadDfirfDrle Prodttitteft^tadM: 
de cntç premiere'Multiplicafikarii». 
^ oa la rcinrera encomi ftac l^: 
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Bt>diittt}iit provieadrS de fi[ 
feconrde i après ^ueî oti' di vîfera 
par le dernier Prodiffk trouvé ia 
«qmrrîéœe Différentielle >.. & les. 
deux autres Fioduics ^ C)$ '^qÂ 
daK^^noera crois SjeAes do«K on fe*^ 
ra aujcamc d'Equations ,& ces cfoisi 
Equations on les combinera avec 
la Propoféc & les neitf autres 
Ëquatiofifô qu'on, pourra faire tît 
cgaknc féparémem à z^m c^us 
les Coefficient des crois^prepiiexes 
Di{&«ei^llcs I d'oàil refiilEera 
^ les^ détiernsin«Kions> des Coor- 
données propres auf Paine cher- 
ché , & onze condteions 4'oiiL dé« 
pend* fon Exiâence,^^ >in(î des 
autres Points Singuliers. 

Ou remarquera que daits tou« 
tes les occafions où nos Règles 
ont prefcrît de faire des Equa- 
tions de Reftes on attroip pu 
trouver plus ifiiinpienTcnT encore 
ces Eqtratibns en couïp^rrarnt Ter-^ 
me à Terme à k plus haute Dîf^ 

Zij 



fcrentîellc qu'on a employée la 
Puiffance analogue du dernier 
Produit trouvé 5 par exemple dans 
le cas préfent on auroit comparé 
la quatrième Puiffance de cePro-p 
duit avec la quatrième DifFeren* 
tiislle y & ainfi des autres cas. . 

REMARQUE 

O0 Ponf/iif un FsmtteUits Métho^ 

' ies qi^on vient de donner a celles 

' que fûurnit le cslcul Différentiel 

' four trouver les Points d'Inflexion^ 

' (jries Points de Rehrouffement , 

ou ton indique des moyens four 

donner k celles - ei f lus d* étendue 

^ quHl ne leur en avait été encore 

donné , ér où F on détermine à queU 

'^ Problèmes les nôtres feuvent s ^f^ 

< fliquer* 

Comme nous avons déjà ob- 
servé plufîeurs fois que les Dif- 
£ercntiatîons faites à notre ma- 
jQfîere étoient équivalences à de 
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lîmplesTransforfnations propres à 
tranfporterrOrigine de la Cour* 
be dans un point quelconque de 
fon Plan , nous croyons en con- 
féquence qu'il feroit fuperfîu de 
nous arrêter ici à prouver plus au 
long que les Méthodes que nous 
venons d'enfeigner en dernier 
lieu , bien qu'elles contiennent 
dans l'énoncé que nous leur avons 
donné des expreffions DifFei- 
xentielles , font cependant dé- 
duites de la feule Analyfe de 
"Defcartes , & non des principes 
du Calcul Différentiel : cet énon- 
cé ne leur étoit en effet nullement 
néceflaire , & fi noqs nous fuf- 
iîons propofés d'écrire un Ou- 
vrage élémentaire , nous lui en 
aurions pu facilement fubftituer 
un autre où les expreflîons Dif- 
férentielles n'auroient point été 
employées , établiffant alors pour 
calculer d*une manière nouvelle 
ies Indéterminées de Defcartes 

Z iij 



àt$ Régies analogties â ecAe» 
<]if on concioîffi^îcdéjapoigrleCal- 

Ce qu'rl paiirroît être pfa» 
fwtttrel 'd« defirer ici ce feroic 
que nousy caiwparaflîowexaâ^e- 
jTîem , & en détail les Régie» 
i]ue nous avoo^ dasnees avec 
jtelle^ que le Caleiai Différen- 
tiel auroit pà faurnir pour le 
4pieme ufage , afitî qu*on p6x voir 
-par là de qael coté fe txouvefok 
l'avantage d\i»e plus gratîde finw. 
plidté , & #u«ie plus grande fé- 
condité dans les principes »&eft 
. fnème tems d^une plus grande fa^ 
ciiwé d^ns rexécutien^ 

Ncms entreprendriotts en effet 
(ce Parailele daos tome fon écen- 
<îué , fî les Auteurs qui onc écrk 
fur le Calcul Différentiel a^roîenc 
•donoé, atnfiqoe no^s ravons £att 
*3Cpf eirérae0c i ou qjie nous avons 
indiquéles moyens de ie faire pat 
taduâion». des Méthodes diffe^- 



weaus pour toutes les Êfpeoe? 
•taiagijablîCSjdc Poîms Singuliers^, 

TAecès Ameors fc fom feoraés a4»i 
contraire aux Pcwnts ^^nfléxion 
^ 4e ^ehrôtrifetnene ( fi l'on en 
excepte cependaiK M. de Mat2- 
-perçois y qm a ^ianné font trou- 
-ver leaScrpcmaetncns &rk« Lem- 
inUccmsinêmmem jpctn$ tine Mé« 
^iiode éxmt.wms parlerions piiss 
f^s , & <|ise tious y ilémoBcrerons 
-infuffiCafîce )r comme d^ailleurs ce 
^r«k ûoas cearcer de notre fujec 
-qttc de ctercber i trriîr ici des 
principes du Calcul des Differen- 
•ces ce i|tie ti^en oot point dé* 
-duk ceBX fiaêmes <{ut ont trai&é 
txftûfrffi^ de ce Carkul : enfin 
t^onime il ferait peut* être très* 
difficile id'y réaflîr^rapptication 
-de ces principes potnrant deve- 
nir dans ies détaib beMieouf» 
moins nattsrelle qcre celle des 
nôtres t jqoos . Jiocis trotivoas 
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obligés par toutes cesrarfonsi 
nous contenter de donner à pré* 
fent une ëbauc&e At ce Parallèle , 
qui pourra ail -i^efte^noiis four- 
nir dans k foice ier.fujct d'ua 
petîc Ouvrage déEachp, & aflc» 
intéreflanc. 

Avant d'entrer en'matiere il fe- 
ra à propos qu*oa fe Tapelle dans 
quelles fciurcesrt>ntiété puifées les 
Régies qaon trouve expliquées 
dans Vj4n4^l- iei Infiniment petits de 
M. le Marquis de iHofitd > SeSf. 4* 
f^g' 5. S • & /^^' ^o\xx trouver les 
Points d*Iiiflexion,'& de Rcbrouf- 

"fcrhcnt desCoiu-bes. r / 

Ce Géomètre fuppofe tkées de 
tous les Points d'Inflexion & de 
Rebrouffement des Tangentes 
qu! feterminent.toutesà un mê- 
me Axe , & ^uifônmeât fur. cet 

' A xe aiitant de Sootangentes^ en- 
tendant par ce terme la portion 
de Droite copiprifc fur l'Axe en- 
tre rOrigine.&ie point de reij- 
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contre de TAxe & d'une Tangen- 
te quelconque. Ces SôutangentCs 
il lc5?. compare avec les AbfciflTes 
cprrefpondantes , de façon que 
CÇ5 deux fuites, de proites devient 
nenc comme les Coordonnées 
d'une nouvelle Courbe , & il dé- 
montre que la Coordonnée re- 
prefentée dans cette nouvelle 
Courbe par la. Soutangente de 
l'autre Cpurbe .deviendra uniW/j- 
xirKum , ou un Minimum , ii cette 
Soutangente correfpond dans la 
première Courbe à un Point d'In- 
flexion , & de même que la Copr- 
donnée de la féconde Courbe re- 
preféntée par rAbfcrfféde la pre- 
mière deviendra à fon tour uni 
Maximum , ou un Minimum > fi 
icette Abfcîffe correfpond dans li 
première Courbe à un Point de 
Rebrouffement,. 
' Mais lorfqu'une quantité com* 
parée.à une autre qu'on fuppofe 
croître uniformément dc\ienç 



plus grande , ou plus pccîtc qxw 
toutes fcs voiiîncs>HsVnfim que 
fa Différence doit devenir ou 
»ulle , on initnie par raport à la 
Différence de celle à laouelle on 
la compare , & M. de l'Hophal 
conclut de -là que dans le Point 
d Inflexion la Différence de la 
Soâtaogente doit dewînîr ou nul- 
le , ou infinie par raport à celle 
de rAbfcifIc > & qtfau contraire 
dans le Point de Rebrouflemcnt 
la d ffcrence de TAbfciffe doit de- 
venir ou iiudle ^ou infinie par ra-' 
port à celle de la Soôtangcncer 
Enfin rexprcflîon générale de 

la Soutangente étant ^ ^ ~^ ^^ 

^nt la Difi^ence > en fuppofan« 

éx confiance y eft — ^f ^ , t>tt 

peur ^entirer cette Rigle générale 
^tie dans le» Pbrnts dinfléxioo V 
pourvu qu'ils puiffeiu être doi^ 
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»és par une j^Ims grande Soûisn^ 

gcntc, ddy dok ^re i!iallc,oii 
*nnnie y par raport à — , & que 

dans l€s Points JeRL^brouâTemeaf > 
s^ils peuvient être indiqués par 
une plus grsnJe AhfciÇCc corrcf- 
pondance à ime Somangente ju- 
Gjiiç^dj/dQk être ixi6i3ie,ou nulle 

par raport à — : de piets û Vost 

£e pernicc ( ee -quota ne peut ce- 
pendant fair« à la rigueur que» 
conféquencc de t^nelques ob- 
•fcrvatwns dbot on parlera pius 
bas , & aufquelles H «e parok 
pas qu*cii akfak jnfqo'iti attco- 
tîon ) fi Ton fc: permcr , dis-je » 
de négliger dans l'expreflion don^ 
«^ée ci-dtffus de ladiffereace de 

ïa Sowangeote le Divife»r ^ 

on changera par là Ténoncé de 
cette Kégle en celui-ci> qui ea 




"cft en effet Pénoncé ordinaire , & 
même géoéral y que dans les 
Points d'infléxion,&: de Rebrouf- 
fement dd^ doit être égaie ou à 
zéro , ou à l'Infini. 

Cette même Régie peut fe dé- 
montrer encore par la confide- 
ration de la fuite des fécondes 
Différences dts Ordonnées , en 
remarquant que dans les Points 
d*Infléxioi> , ou de Rebrouffe- 
ment ces Différences doivent 
paffer du Pofîtif au Négatif , ou 
du Négatif au Pofitifj paffages 
qui ne peuvent (e faire que par 
zéro , ou Tinfîni : mais quoique 
cette preuve quVm trouve enco- 
re dans le Livre de M. le Marquis 
de l^Hopital art été depuis mife 
aans tout le jour dont elle étoic 
fufceptible par Tilludre M. de 
Pontenielle {voy. Géomet. de Pinf. 
Part. I . Sec. i o , ^ i r . ) , cepen- 
xlant nous préférerons de nous 
arrêter a la première, -parce qu* 
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c^le XK>u$ paroîc plus féconde que> 
Tautre pour faire découvrir les 
Efpeces diiFeremes dont peuvent 
être les înfléxions,&les RebrouÇ- 
femens trouvés , ainfî que les cas 
où pour venir à bouc de les trou- 
ver il faut fuppofer dd^ égale 
plutôt à zéro qu'à Tinfîni > ou plu* 
tôt à Tinfini qu'à zéro. 

Revenant donc à cette pre- 
ijiiere preuve nous remarque- 
rons deux chofes à fon fujet. 

En premier lieu qu'elle eft în- 
fuffifante pour les cas où la direc- 
tion du Point Singulier doit être 
parallèle à l'Axe j car la Soûtan- 
gente devenant alors infinie, çlle 
ne peut à proprement parler être 
dite un Maximum 9 ou un A//W- 
f^um » & ce n'eft non plus qu'im- 
proprement qu'on pourrpît.dire 
Que dans la féconde Courbe dont 
il a été parlé plus haut,& qui dans , 
Ipcaspréfemauroit pourAflymp-' 
tpte fa propre Ordonnée » ou la 



M. Le Marqnisdc l'Hôpital eft hti 
quelque façoh équivoque jùfqu'à 
céquilaitécédéterihinéen quels 
cas il £âuc fe fervir par préfé* 
reoce de la £uppofition de ddjr 
ïn#, oâxle lî!ftjppciidbade;r<l<^ 
c=: oo 3 en effet fi Ton fefert-pQuc 
les Points d'Inflexion, p»r exem- 
ple , de Tune de ces fuppoficions 
feulement , on pourra reprocher 
que la Mit hode employée pour 
trouver cette Bfpece de Points 
ne conviendra neù omni ( puifqu'il 
eft des Inflexions qui doivent fe 
déterminer par la fuppoficion 
contraire) , wf7J//( puifque cette 
fuppofition cfl: encore propre à 
faire trouver àts Points de Re- 
brouâ&ment ) V & fi Ton prefcrit 
au contraire ralternativc de lune 
de ces^deux fuppofitions fans mar* 

3[uerdaQs quelles occafionsTune 
fcUcsrJoix «tre préférée i l'au- 
tre , il eft évident que la RégU 
donnée . devra. dèsrlQK. jîarpître 
peu iati^failante. Que 



. Que fera-ce doac fi Ton vient 
â Ce cpp vaincre , cpmme il eft fa- 
cile de \ç faire , que l'alternative 
de ces deux fupppficions convient 
de plus non feulement aux Infle- 
xions , & aux Rebrouflemens de . 
tpns les Ordres , mais encore aux 
Serpenfemeris infiniment petits 
de tops les Ordres , ^ même à 
toutes le? Efppces de Points Mul- 
tiples à djredions CQÎçcidçntes ? 
Quel labirlnche ne reliera- t-il- 
ptoint à percer avanç de pouvoir 
s'affiifer dans des exemples un 
pçpcompliquésquelfeppinç trou- 
vé 4^yra ccfe de telle- Efpece plu- 
tôt qpe de telle aptre î 
" Ppiic qu^il devienne plus facile, 
de juger de ce travail nous en 
joindrons îcj up foiblp eflai. 

>Jous ferons donc remarquer 
d*abpr<l généralement que lès 
cas QÙ l'on doitemplpyer la fup- 
ppficipn de (ddy=p) font ceux 
. dans lerquels le Maximum , ou le 
Minimum de la féconde Courbe 
^ ' Aa 



font donnés par un Elément pa^ 
rallele à la Coordonnée corrcf- 
pondante à celle qui dtv'icnt plus 
grande , oix plus pente y ^u lieu que 
la fuppofition de (dd^r=:oQ ) doit 
être au contraire employée lorf- 
que ces Maximum , ou Minimum 
font donnés par un Point deRe- 
brouiïemenc d'une direâion coin- 
cidente avec la Coordonnée qui 
devient elle- même plus grande y 
ou plus pethe. 

Donc, puifque dans les Points 
dlnfléxion ordinaires , & dont 
la direâion ne feroit point coin« 
cidente avec celle de Tune des 
Coordonnées , puifque dans ces 
Points d'Inflexion à deux Abf- 
ciffes infiniment peu difFercntes 
de celle qui eft précifément pro- 
pre au Point d'Inflexion' il cor- 
refpondroîc une mêmeTangente, 
& par conféquent auflî une mê- 
me Soûtangence , ou , ce qui. eft 
la même chofe , une même Or- 
doanée de la féconde Courbe, il 
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Venfuît que de tels Points doivent 

toujours être donnés par la fup- 
poficion de ( ààj :5=: o ). 

Il n'en feroit point de même fi 
la direâion du Point d'Inâéxioa 
ordinaire eût dû être coïncidente 
avec rOrdonnée qui y. auroic 
abouti î en ce cas à um mêmehh^ 
fciffe il auroic dû correfpondre 
trois Tangentes coïncidentes, & 
par conféquent trois Soûtangen- 
tes égales , ce qui auroic rendu 
égales dans la féconde Courbe 
trois valeurs d'Ordonnées corref- 
pondantes à une même Âbfcifle ^ 
fc comme il n'en auroit point efi« 
core répondu d'autres égales aux 
Abfcifles immédiatement fuivaii- 
te j , il s'enfuit que le Maximum , 
ou le Minimum de la féconde 
Courbe auroic dû être donné par 
un Point de Rebrouffement ordi- 
naire ,& d'une direétîon coïnci- 
dente avec l'Ordonnée qui y au- 
roit abouti. 
Cefl: ainfi que > l'Eqiiatioii 4.e 
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la première Courbe étant pkr 

exemple ( ^*. x-^/i=:^— à \ Jiii- 
quelle donne à la Courbe tih 
Point d'Inflexion dans la direc- 
tion des;f , & éloigné de TOrigr- 
ne de la quantité /i , tant fut 
TAxe des^, qure fur celui des at, 
TEquation de la féconde Cour- 
be , fi Ton tranfpohè fôti Originb 
darts le Point correfpohdarit à 
rinfléxion de la J)remiété , de- 

viendra («-h vz> •+• ry »z^ =o)^, 
qui fuppofe à fa Courbe d^ns fon 
Origine , Scdans la direélioh des 
Il un Point de RebroUflement or- 
dinaire. 

Or de tout cela il fuit qitVn g'é- 
Bcral pour trouver Tes Points d'ïn- 
fléx'on parallèles à la ligne des j 
il faut faire à la foi^dj^^ & dd^ 
. irr oo , carâdere qu'dn trouve- 
roit convenir encore aux Re- 
brouffemens ardinaîres d*une di- 
redion coïncidente avec celle des 
jp , & même aux points ordinaires 
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dans une drreâiion femblârble. ; 

Mais on ditlinguera cescroif 
Points les uns des aucreS fi Toft 
fait attention que , le point ordi- 
naire, & le Point d'inflexion étant 
des Points Simples, ils n'anéanti 
ront dans la i'^ Differedtiellp 
que le Coefficient de dj^ , au lici^ 
que le Point de Rebrouflement 
ordinaire, qui eft un Point Dour 
pie, rendra à la fois çeç deu^j 
CoeflSciens infiniment petiis,quoi* 
qu'à la vérité de differens ordres. 

De plus les- dy. convenables Jl 
Ces trois Points doivent devenit 
refpeâivcment. infinis d'Ordres 
exprimés par des fraâ:iôtts qv|i 
ayenc ou bien des nombres im- 
pairs pour, Numérateur & pour 
Dénominateur, ou bien un nonv- 
bre pair pour Numérateur* & un 
Nombre impair pour Dénomi- 
nateur , ou bien enfin un nonir 
bre impair pour Numérateur , & 
un nombire pair pour Dénomi- 
nateur» 
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Semblablemenc les frayions qtfl 
exprimeront TOrdre d'Infini donc 
feront les dd^ convenables à, ces 
trois Points auront néccffaî re- 
nient pour Numérateur , & pour 
Dénominateur ou bien un 
nombre pair & un itnpair, ou 
bien deux nombres impairs , ou 
bien enfin un nombre impair BC 
un pair» ce qui n'efl: qu'une fuke 
de ce qui a été dit dans la Remar- 
que fur le Lenime fécond. 

Quant au Rebrouflement or- 
dinaire dans une diredion paral- 
lèle â la Ligne des x » il eft facile 
de voir que pour le trouver fi 
faut faire dj' = b , & dd/ =: oo. 

Mais, fi fadireékion ne devoit 
être parallèle ni à la Ligne des xy 
m à celle des y , alors pour le 
trouver il faudroic faire feule- 
ment ddy =: oo 5 car il doit dans 
ce Point répondre deux Soûtan- 
gentes é%z\eSyO\xprefqt4^égMe$ à une 
même Abfcifle, & aînfî ce Point 

doit être donné par un Point oç- 



«0 (dinaîre fîtué parallelemenc aux 
'à y dans la féconde Courbe donc 
li; il a été parlé ci - deffiis. 
I On remarquera en paflant 
\^ que c'eft par conféquenc avec 
I : peu de fondement que rilluftrc 
f, M. Leibnits a affigné pour Carac- 
ï,; icTCgénéral des Points d'Inflexion 
i que ^ , & d^ n étant point =0 , 
fc dd^ foit pourtant =: o ( n;oy. A&. 
^ Erud» Lifj. 1684. Nov. Met. fro 
M/$x. ^ Mm. &c. Fag. 468 )• 
i Cet Auteur i'eft encore mépris 
n lorfqu'il a dit au même endroic 
i i^ue la Concavité vers TA xe étoic 
marquée dans hs Courbes par 
des djii&C des dd;^ de même Signe > 
f & que la Concavité étoit défi- 
ghée par des d^, &r des dd; de Si- 
gne différent. M. de Fontenelle 
a depuis établi folidement le fen- 
timent contraire ( voy. Giom. de 
l'Inf, jlrt.'j^s.). 

Un raifonncment à peu près 
femblable aux précédcns fourni* 
roit des moyens de découvrir les 



X&8 

IJ^cmnîfceros iuiïjQimcof petits or- 
dinaires 4ans tinç xl|^^<^5^" difFe- 
i*ente de celle des deux Coordon- 
nées. Quôicjue la Sqûtangeqte de 
ces Pointillé doiye 4çv;enjr m ua 
Maximum^ , ï\\ un Minimun^ , pe- 
pendaqt , fi on regarde jcejcte Sqû- 
tangente comme une Ordonnée 
de la féconde Co^irbe dont nous 
avons parjé plus haut, on s'apper- 
devra aifémenc qu'elle devra a- 
boqtir dans ^ette féconde Courbe 
à un Poiqt 4'Infléxion dopç elle 
fera' à la fois Ordoniiée , & Tan- 
gente , puifque dans la pren^iere 
Courbe trqis Soûtangentes infi- 
niment peu ji^ff^^^/ntes doivent 
réppndré à /^«^ /«^m^ Abfcifle. 

Ponc popr trouver en géhé-^ 
r^l ces Points il faudra faire à 
la fois ddj , & dî jif ip:: pp dans }a 
Propofée , & voir de plus (î TEx- 
pofant Frââionnaire de rPrdre 
d'Infini dont fera ààj pourra 
avoir pour Numérateur uû nom- 
bre 
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brepair , & :pQur Pinominatettr 
«13 iiombi;e impair. 

De même puilque dans les Ser* 
pentemens infinimeôc pecics dans 
une direâion non coïncidente 
avec xrelle. des Coordonnées une 
même Soûtangence doit corres- 
pondre à crois ÂbcilTes infinl- 
menc peu différentes , il s'enfuie 
que ces Points doivent être in- 
diqués par un Point d'Inflexion 
ordinaire .fitué dans la féconde 
Courbe parallèlement a TAxè des 
X > de forte que pour les trouver 
il faudra faire à la fois d^y^U 
d^y=zo dans la Propofée. 

De ces deux derniers Arti- 
cle!. on peut conclure l'infuifi- 
fance des Méthodes qu'a données 
M. de Maùpertuis dans celui de 
fes Ouvrages que nous avons 
déjà cité plus haut (vopP/^.yé) 
pour trouver les Lemnifceros, & 
.ies:Serpememens infiniment, par 
tits y fic^felon lefquelles i^devroic 

Bb 



fuffire pour cela de faire dans U 
Propofee d^y z=: eoy ou ::iZê, 
Cette propriété ne caraâerifc pas 
plus les Poiocs en queftion que 
i dâjzz, {? ) ne caraâeriferoit les 
Inflexions parallèles à la Ugnc 
des X en pardculier , & en efiet 
la condition {à^y:=zo)k rem« 
plit généralement par quatre Or^ 
uonnées confécutives y dont les 
extrémités foienc entr elles corn** 
me les nombres jpremiers i > 3, 
6 > I o I & ce nVn: qu'en fuppo» 
fant encore ddjf =: ^ qu'on peut 
faire naître encre ces^uMre Or* 
données utîe Progreffîon Arith« 
tnétioue , ainfi qu'il doit arriver 
ilans les Serpentemensinfinimenc 
j>etîts. 

* Quant aux Points de R.ebrouf- 
fement , il eft encore bien plus 
difficile à Tégard de ces Points 

2 u*à regard des Points d'Inflexion 
B reconnoîrre les cas où il faut 
fe fervir pour les trouver de la 
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Iwmmlc f dd;=; ^ ) i ow 4e 1& 
Formule i dd^ =: f ) j & comme 
ce fecoit nous jet^r duns: une dif* 
cuflioa trop longue que d'entre- 
proidre de fur monter ici toutes 
ces di&:ultés nou^r^Ues^bien que 
iiepeddant illurc à la rigueur pof- 
fiblc d*y rcuffir en s'y prenanc 
d^iine manière ajialogue a la pré« 
çédcntc^ nous nou$ contenterons 
par cette raifon dû peu que nous 
avons dît lat les Points dlnflé-- 
ifon pour jairè entrevoir avec 

3uelle délicatefle ces roatiere& 
oivent être trakées ^ fi Ton veut 
pouvoir ^affuret qu'on y aura 
évité toute erreun 
s Seulement obférverons^hous 
de ptjus avant de fitir cet Article 
qu^ilfe troiuve unecorr^Tpondan** 
ce parfaite entre la Métlûide que 
fournit k Calcul DiiFerentiel , ôc 
celle que nous avons donnée 
nous-mêmes pour trouver les 
firânts^Ioâéxion. Dansla vû.e de 

Bbij 



découvrir les rapports de cèsdeui^ 
Méthodes il f umra de faire acten* 
don que les fécondes Differencict* 
les prifes à la manière ordinaire» 
& eh fuppofanc Ax Conftant^ 
font compofées du Double des 
fécondes Diâferémielles prifes â 
notre manière ,& du Produit de 
Aày par le Coefficient qu'a ày 
dans la première Différentielle. 
Donc lorfque ddjr doit être =: ^ , 
les fécondes Différentielles prifes 
à la manière ordinaire doivent 
devenir prccifément le Double 
des fécondes Différentielles pri- 
fes à notre manière > & comme 
celles - là forment toujours des 
Equations véritables ) puifque la 
vérité d'une Intégrale emporte 
celle de -•toutes fes Difieréutielf* 
les , il s'enfuit que dans lès cas oà 
Àày^izo celles-ci doivent deve- 
nir aufli des Equations véritables, 
& par conféquenc que les ayant 
divifées par la première Différent 
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tlelle le Refte de cette Divifioa 
peut ccre fuppofé zzio i d où Ton 
peut conclure ique notre Règle 
pourries Inflexions fe démontre 
par les principes mêmes du Cal- 
cul Dim^rentiel. 

Il ne feroic point auflî aifé de 
démontrer par ces principes no- 
tre Régie pour trouver les Points 
^e RebrouiTement ordinaires, & 
on pourroit néanmoins , à en ju- 
ger , pour aînfi dire , du premier 
coup d*a:il , fe perfqader le con- 
traire : en effet ddy étant égal de 
3uântité au Double de la Kcon- 
e Différentielle prife à notre ma- 
nière divifé par leCoefficient qu'à 
ây dans la première Différentiel- 
le , il paroîtroit qu'on feroit fon- 
dé à en conclure que lorfque le 
Coefficient de ày dans la première 
Différentielle doit devenir égal 
à zéro,. ce qui ne peut manquer 
d'arriver dans le Rebrouffement, 
qui eft un Point Multiple , dans 

Bbiij 



troîfiéme Ordre dans IcfqnellesT 
fe trouvent des Points Doubles 5 
on peut leur donner ces troh 

Equations ( a. y-h-x * r=: x ^ ), {ay\ 

& dans les DifFeremiellesde cha* 
cune de ces trois Equations fi l'ow 
fait x'^zo { fuppofition qui' doit 
avoir lieu dans le Point Double), 
& qu'on y fubftituc de même les 
valeurs que cela donnera pour ^ ,. 
d7,d^S les Qiiotiens de la Divifiont 
d-deffus deviendront refpeéli— 
Veraent pour les trois Courbes^ 
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ai o.sj^l 

fuît qu'il n'y aura que la premiè- 
re de ces Courbes oii dd)' devien- 
ne =:oc, & il n*y a qu'elle auflî 
où le Point Double foie un Point 
iîe Rebrouffement 5 dans la fé- 
conde le Quotient eft réel, & dans 
la croifîémc il eft imaginaire t 
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parce aue le Point Double eft 
dans celle- ci unPoinc Conjugué», 
au lieu qde dans celle-là c'eft 
un Point de Croix. 

Quant aux raifonsqui ont fait 
que dans la feule Divifion pro-^ 
pre au Rebrouflèment le Nume-« 
rateur, & le Dénominateur font 
devenus des infiniment petits de 
difFerens Ordres , ce feroit noui 
écarter trop de notre fujet que 
d*entreprendre de les donner ici » 
furcout n ayant point précédem- 
ment éclairci la Méthode du Cal- 
cul Différentiel pour lesFoims 
de Rebrouffement comme nous 
avions éclairci celle que donne' 
ce Calcul pour trouver les Points 
d'Inflexions. Nous abandonnons 
en conféqucnce cette recher- 
che à ceux de nos LeÛeurs qui 
auront la curiofité,& la patience 
de la tenter, & nous venons au 
Parallèle que nous avons promis 
au commencement de cette Re- 
marque* 



Qa'on fe rapeiie donc maintr* 
tenant toac*â-la fois les diffical*^ 
lés quon troove à fe perfuader 
pleinement de la généralité de» 
Méthodes du Calcul Différentiel, 
celles qui fe rencontrent d'ail- 
leurs pour décider de laquelle 
des deux Formules il faut préfé- 
rablement h\rt ufage dans les cas 
particulrers > cellesenân qoll fau- 
droit furmonter fi Ton fe propcw 
foitde donner par les principesdes 
infiniment petits , & pour tome& 
les Efpéces de Points Singulier» 
de» Méthodes analogues à celles 
qu'on a découvertes par ce», 
principes pour les Points d-lnâé- 
xion > & de Rebrouflemenc or- 
dinaires. 

Qu'on joigne à cela les erreur» 
on Ton a vu qu'étoient tombés de 
grands Géomètres pour avoir 
voulu juger de la nature de» 
Points Singirliers , ou Multiples 
par ces principes peu faciles à man* 



Bien telles fonc la fuppôfîtion âa 
prétendu Rebrouflèmem de la 
iecond&^Ëfpece donc nous avoos 
parlé dans la Remarque fur le 
Lemme fécond, les fa qâTes Règles 
pour trouver les Points Muliiples 
que nous avons examinées dans 
le premier Corollaire de ce qua- 
trième Lefnme , les Méthodes en- 
fin pour les Lemnifceros,& Jes 
Sçrpêncemens IiÈifîniment petits 
que nous venons en dernier lieu 
ce démontrer infuffifantes. 
Qu'on fafle attention' d'ailleurs 
ue les principes <le nos Méiho- 
es ont été poifés pour aiiifi dire 
dans la nature même des Points 
Singuliers confiderés dai>s la fi« 
tuatîon la plus fimple qu'il fût 
poffible de kur donner, que pour 
^n faire l'application nous n'a« 
vons employé qu'une Transfor- 
mation Aigtbrique très facile, 
c'eft -à- dire , celle qui augmente 
feulement d'une Indéterminée 
chacune des Inconnues deiXqua* 
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: fîon de fa Courbe proposé » ^tie 

* les Méthodes que nous avons ci- 
< fées de- là ont eu coûtes des énoo- 

ces clairs > ic non équivoques y 
qu^eUeso^t été diffisreiKes pour 
tous les difièrens Poùks , enfo 
que DOS prâoctpes font £ féconds 
qu'étant propofé telPoînt qu'oa 
' ]pourroît imaginer il houi leroâc 
' extrêmement facile d'affigner fur 
le champ la Méthode donc il fau- 

• droit fe fervîr pour le trouver. 

Qu'on applique deplusfucceflî- 
Tement les aneietmes M^thodesy^ 
' &: les ootres à quelques exemples> 
ce qui fera voir qu*il faut le mes- 
me temspour trouver par iestinesy 
ou par les autres un Point d^n^* 
«ionjjotr de Rebrour£remeiit,& que 
les premières feroîent même plus 
longues s'il s'agiflbit d'un Pome 
d'un Ordre fuperreur de Multi- 
plicité , oudfe Singularité. 

Et toutes ces chofes étant con- 
fiderées, & pefées erifemble il 
nous paro& qufoD ne peurré gué^ 
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Te Iiéfîter à donner à <elles*ci I$t 
préférence fur celles-là. 

Ce qui pourroic peut* être ba-* 
lancer auprès de quelques per«; 
fonnes les avantages que nous 
venons de parcourir ce feroit lai. 
penfée que les Mçthpdçsdu CaL 
cul des DifFerénces s'éte^droienc 
à la Solution d'un;nombre de Pro- 
blêmes plus grand que celui au- 
quel les nôtres pourroienc ac^ 
teîndrq, 

.jArcel» necis: .répondons i*. 
que nous ctoyonn poavoir avan« 
cer generalertient qu'à Taide de 
. nos Méchf>€ks »oq de nos princî* 
pes on doit venir à boqt de ré^ 
Ibudre fjar.Ia finipj(e Analyfe. dq 
DefcarcejS tous ; leS, Probl^met 
Géométriques qui feront tels que 
dans renoncé de leur ^ufJHoff.oM 
dans celui dcleur Réfoluiio» Uni 
fourra point entrer, des ^^HAnfités 
Bifferentiilles^ ce qui.ejf^lut àjlj| 
verîcé du npjnbrp de ceux ^au^ 
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i^tiels TK>s Mécbo<ies s^&endenc en 
premier Heu tous les Problêmes 
dcCalctil Ineegral,en fécond lieu 
tous ceux dont laSoiutionpeuc fe 
donner par une Courbe MécanU 
<jfnc , tels <j«è font ceyx où il ^'a- 
^ d'affigner ïa nature des Dé-' 
4elopéeS, en trôMîéme lïeu enfin, 
mais à qâetoiles : igardi feule-*' 
trient , ceux eu it s*^gH de qucU 
^[McEftBibH fut- d^Cwirbes Mé- 
Canicues $ nous difons à quekjue^ 
^g^rds frakrAWnt^>parce <3[tie, les 
Différentiel tes prifes à notre ma^ 
niere étant âffigtiabtesniémedan» 
ces Courbes, il sVnftiit qti*on y 
f)ourra déterminer IcsTângentes» 
les Points *d*infiéxî6n.. . <fc^ âinfi 
^ans la Cycloïdc allongée doni 

I^Etjuatîon feroît ( 7^— 3x.dy 

r=: 5 >i zsx — xxi d^) * & où TArc 
de Cercle ,& l^Ordonnéeau Cer- 
clé aiitoîcnt pour rapport celui 
lles'tièmbres 3 i& 4 » danscettc 
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Courbe fi Von premi à notr^ 
maniece li féconde DiffereiKielr 
ie^ ^ qu'on la compare à iapre^ 

miere , il en viendra ( xrz 1 1 ^) $ 
pour déterminer le lieu du Point 
^'Inflexion , alnfi qu^il feroic ve- 

lau 4c la fuppoficion que ddjf eue 
été ;=:«• 

a *^. Si les Problêmes de Calcul 
Intégral ne peuvent être entière- 
ment réfolus par la feule Analy- 
fe de Defcartes ^ au moins eft-il 
certain que cette Analyfe em-* 
ployée aces Problêmes d'une ma- 
nière jufqu'ici inconnue peut en 
faciliter extrêmement la Soludon 
( nous nous refervons à juftifier 
«u long cette afler tion dans un 
Ouvrage que nous donnerons 
par la luite fur ce fujet )> & quant 
aux Problêmes dont la Solution 
fe peut conftruire par des Cour- 
bes Mécaniques^ (l nos Méthodes 
ne les réfolvent pas » au moins 
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foûc-^It«s conaoîcFè lé plas fbu^ 
Tenc ce que la SoiucîonMe ces Pro- 
blêcnes pourroic contenir de plus 
eflencieU & de plus incéreiTanc. 
Ainfi quoique nous ne puiflipns 
yeoîr à bouc par nos Méthodes 
de trouver rEquacion des Dé* 
Velopées qui peuvent être des 
Courbes Mécaniques, lors même 
que les Dévelopantes ne feroienc 
que Géométriques , cependant 
eilçs nous fufElent pour connoî* 
tre la Courbure des differens 
Points de laPropofée ,&par con-* 
féquenc auflî la longueur de fes 
dinFerens Rayons de Dévelopée. 

3 **. Et c*eft ici la partie de no- 
tre réponfe qui mérite le plus 
d'actemion , on ne doit point être 
furpris que nos Méthodes ne s'é-^ 
tendent point jufqu'à la Solution 
des Problêmes aufquels nous ve- 
nons dp dire qu'on les employé- 
Voit inutilement. Comme dans 
ces Méthodes il n'elï queflion 
d*ExpreiIions 



<îo5 
d*E«préffîons Differeîittelks <ju*- 
aucanc qu elles font fuppofées rc- 
prefenter des Indéterminées fi** 
lîics , vpuloir qu'elles fatisfiflenc 
à des QQèftions dpnc rénonçéjou 
la Solution renfermeroic de véri- 
tables Expreffions Différentielles 
^ ce feroit évidemment en atten- 
-dre une chofe qui répugneroit à 
leur nature. Mais cela n'empê- 
che point qu'elles ne foient géné- 
•TCiles four découvrir^ les frofmtés^ on 
sffeStionsffincif^les Ae s Lignes Géo^ 
métriques de tous les Ordres , ce que 
nous nous fommes propofés dans 
letiçrc de cet Oiivr.age, & çel* 
D'empêché pas ii|or)plus.que dans 
Iqs oçcaiiQns ôftçtl^&ppqvent ê^re 
employées , elles ne pui/Tent mé- 
riter la préférence fur celles" des 
Infiniment petits , ou pour rapel- 
1er ici les termes dont nous nous 
fommes déjà* fervis au commen- 
cement de cette Remarque , que 
idans ces occafions elles ne puif*» 

Ce • 
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fent avoir fur celles 'ci rartxit» 
ge d'une plus grande {implietté^ 
& d'une plus grande fécôodité 
dans les principes » & en même 
tems d\tne plus grande facilîcé 
dans Inexécution. 

Qaè 6 malgré les preuves qut 
noos ont porté à juger de cette 
forte » des Leâeors éclaires €f»- 
braffoient le fentimenc cosxraire» 
foumcttant ea ce cas nos lt^mie>» 
rcs aux leurs , & attrîbi»am lier- 
re ur où nous aurions été à une 
prévention aveugle pour notre 
propre Ouvrage , notis no«s rcf- 
traindriotïs à les prier d'excafcr 
en nous > avec boiicé > cette pré* 
véttcion quine ferok eneficc c|,iie 
trop nattiretle. 
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COROLLAIRE TBOISIE'ME 

Où rof$ donne une Méthode abrégée 
fâur les eas om il ne s^agif de 
tran/^oreer rOrigine que dans un. 
des Points de U L^ne des %,âude 
U ligne des j, pn Fon enfeigne. 
en conféquenee s eùunoitre les Af^ - 
fymftotts CurwUgnes des Bran^ 
ehes Hyperboliques des Conrbes 
Urs mime que leurs Affympmes, 
Droites neaoivintpointpMJferpar 
leur Origine tck enfin ton démon^ 
»e à priori une propriété des 
Faims £ Inflexion des Lignes du 
troifiéme Ordre qui jwoit étédéjjo 
démontrée autrement dans la Rt^ 
marque première fur U Cofo&airt 
quatrième du Lemme troifiéme ^ 
(voy. Pag. 1154. 

Dans les cas o» U oe s^agh de 
tranfpoMcr rOrigine qw dans un 
des Paîncs oit affîgoé > ou vaèvo^tl 
^^ïconc^ àè U Ligne d^^ x^Hl» 

Cci^ 



dételle des y y il eft i propos de 
préférer la féconde ruppoficloû 
donc il eft parlé à la Page 237 
à la première donc il eft auffi par- 
lé à la même Pagej c'eft-à-dire, 
oue dans ces cas il convienc de 
faire reprefencerparATj&parjfles 
deux Inconmiës zyU u de laTranf- 
formée > & par dx >ou dy la feule 
Jndécerminee^,ou j^/qui doic êcrc 
employée dans la Transforma- 
tion. La raifon en eft que s*y pre- 
nant de cette façon il ne fera pas 
néceJaire deOifferentier à la lois 
les x>& les y i mais on pourra dans 
les Différenciations craicer com- 
me Conftante la première » ou la 
féconde de ces deux Inconnues, 
félon que ce fera fur la Ligne des 
Coordonnées . exprimées par la 
feconde>ou par la première qu'on 
voudra tranfporcer l'Origine, . 
' Or c*eft en cela que confiftc 
rAbregéque nousavons annoncé 
dans le titre de ce Corollaire >d^ 
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façon que dans les cas dont nous 
venons de faire mention la Régie 
pour le cranfporc d'Origine peut 
s'énoncer en cette forte : qu'on 
prenne à notre manière la Som^ 
me des Différentielles de la Pro^ 
pofée y regardant dans la Propo-r 
lécy^ ou X comme Cônliante,fe- 
Ion que ce fera fur la Ligne des x, 
ou fur celle des y qu'on voudra 
reculer, on avancer l'Origine , & 
cette Somme Ats Difïerencielles' 
de la Propoféc reprefentera elle- 
même la Transformée qu'on 
cherchera fi Mon fuppofeque la» 
Différence qui y fera employée 
rcprefente w difiance de l'Origi- 
ne ancienne à l'Origine nouvelles 
de manière que fa valeur, fi elle 
étoit d'abord indéterminée, puifFe 
être déterminée par la connoif- 
fance des propriétés que doit 
avoir la nouvelle Origine. 
• Entre plufieurs ufages aufquels 
cet Abrégé pourrou être employé 
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H eft fur tout excrémemenc m3« 
pour faire connoScre prompte^ 
ment les AfTymptotesCurviligne» 
des Branches Hyperboliqaes des 
Courbes lorfaite lecrr Auympco* 
tesDroites ne aoi v^em poinc pafifer 
par leur Origine > casai^quel »V 
▼oient pu s*ecendre les Méthodes 
que nous aroos dootiées plus 
haut ( V0J. PMg. f 6 o » &fniv^ ). 

Pour en rentr k bouc 00 trans- 
portera d'abord rC>ri|inedansiiei 
Point qaelconque delà Ligne àt% 
xr on luppofera enfui ce que les 
deux plus kautsRançsde laTranl^ . 
formée ayem un Divifeur Com-- 
mun y Bc par cette fuppofition 00 
déterminera les râleurs de djf pro- 
pres à la remplrn Cela fait on exa» 
minera fi le Divîfeur trouvé ne 
divifera point encore le croifiémc 
Rang 9 ou même piufîeurs des. 
Rangs immédiatetnem tn£erieurs 
aux deux plus hauts, & appli- 
quant ici les principes répaodus* 



éxns le Corùîhire 4«»« du Lcmmc 
jmc ou concluëra qacl^^AffymjK 
totcCof^rbe ferad'miOrdredTlf- 
perbolrfme plus ou mohts élevé >. 
& fembiablemenc qu'elle fera âe 
telle oo telle forme, félon qu'on 
plus ott moins §ran<} nombre de» 
Rangs raferie»rs àe la Tratisfor- 
mée, à commencer du<trorfiéme ^ 
pourram devenir = ^ par la mo* 
«le fuppoficion qui rendra tels les 
deux plus hauts.. 

Par confequent S ce IXvifeur 
commun atrpremier^atrfeconci 
Rang ne drvifoit de plus que le 
troifiéme , rAffymptote Courbi 
feroic vme Hyperbole Co'bique 
confiderée par rapport à fcsdeux 
.Branches divergentes, & elleau-^ 
roît «ne Eqiratron de cette formé 
fxyyirza^jy au lieu que fi ce 
Wvifeureut encore étécommuii 
au quatrième Rang en defcen* 
dant ,& non au cinquième j TAf* 
fymptote Courbe awoic eu une 
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Equacron de cette autre rornlt 
{xy^z:za^)j8c2LU contraire ç'au- 
roit été une Hyperbole ordinaU 
re , ou Conique fi le Divifeur en 
queftion n'eût abfolument dîvi« 
fé que le premier , & le ^fécond 
Rang > & ainii des autres cas 
aufquels nous ne nous arrêterons 
pas I parce qu*il eft maintenaoc 
infiniment facile de faire dans 
cous ces cas l'application des prin- 
cipes que nous avon$ démontrés 
datîs le Corollaire quatrième du 
troifiéme Lemme, 

Afin cependant qu'on pulfie 
s'exercer un peu dès-à - préfen^ 
(dans la Transformation que nous 
venons d'enfeigner > & dont nous 
nousfervirons encore utilement 
4ans le Corollaire fuivant , nous 
allons démontrer ici par foi^ 
moyen^ & à priori, une propofition 
fur les Points d'Inflexion des Lir 
gnes du troifiéme Ordre que la 
Théorie des Ombres nous a don* 

né 
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né bccafîon dedécouvrîr, & dont 
nous avons parlé xn conféquen* 
ce à la Page x 1 5 de cetDu vrage: 
voicî quel eft fon énoncé. 

Si une Droite qui rencontre 
Une Ligne du troffiéme Ordre en 
trois points pafle par deux des 
Points d*Inflcxion de cette Cour- 
-be, le trorfiénie point où elle la 
rencontrera devra être encore 
un Point d'Inflexion. 

Maïs fi cette Droite ne retfcon* 
tre la Coutt>e qu'en deux points 
qui foient tous deux des Points 
d*infléxion j elle devra dès-lors 
être parallèle ou à la dernière 
direction de deux Branches Pa- 
raboliques Divergentes , ou à 
rAfTymptôte Droite de deux 
Branches Hyperbolifjues Diverr 
gentes , &c fituées d'un mêrne cô- 
té par raport â cette AflTymptote, 
à la rnanîere de' celles qui font 
auffî Divergentes dans l'Hyper-. 
bole Cubiqàe. • 

Dd 
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Pottr démontrer U première 
partie de cecce Propoficion nous 
fuppoferons d-abord que la Li* 
gne des j foîc -cette Droite qui 
doit rencontrer htCourbe en trois 
points dont deux foient des Points 
d'Inflexion : nous placerons de 
plus rOrigine dans un de ces 
Points d'Inflexion, & nous nom- 
merons ii . & ^ fes diftànces des 
deux autresSommetsjenforte que, 
fi on ordonne TEquationpar rap* 
port à X , mais fans délivrer x^ 
de fon Coefficient , fon dernier 
Terme pourra avoir cette forme 
(j^î — ^— ir. y^^ahy) î enfin nous 

nommerons — ce le Coefficient 
que X Linéaire doit avoir dans 
TEquation , d'où il fuivra que 
la Racine qu'on pourra tirer du 
plus bas des Rangs Horiaiontaux 
réduit en Equation devra être 
(j^=:£x). Or rOrigine étant un 
Point dlnfléxion > cette Racine 



^15 
<ievra divsfer le Rang immedia- 
tèmenc faperieur réduit aul& ea 
Equajcioa, & par çonféquent , fi 
Ton prend ijiz=z^. x) pour 
Tautrc divifeur de ce Rang , il 
aura néccflairement cette forme 



^'Xx). Quant au plus haut 
Rang Horhontal.fej Coefficiens, 
àrexoeptiondeceluf de^J qu'on 
a déjà fait ==: i , poorront être 
quelconques» & ainfi on pourra 
leur donner cette forme (^' -f- 
fxf -hgx*y '+-hx^)ik. pour le 
plus bas de tous, il doit néceflai- 
rement manquer x puifque l'Ori» 
gine eft dans la Courbe. 
. Tout cela fuppofé on tranf- 
poi-terà l'Origine dans un des 
deux autres Sommets, S: pour 
fsth 6» Oiflèreuûera à notre ma^^ 
Ijiere l*Cfluatiojj»çny regardant 

Ddij 
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X commcConfl:ante,& fubfticuane 
A mefure qu'on opérera ou la 
lettre s > ou la lettre ^ à la place 
de ày. 

On fuppofera enfuite que ce 
nouveauSommet(celui par exem- 
ple où on fera parvenu ^ar la 
fubftitution de ^ en la place de 
ày) foit encore un Point d'Infle- 
xion , ce qui rendra =: o le Refte 
qui proviendra de la Divifîon du 
troinéme Rang Horizontal de la. 
Transformée par le fecond»comp- 
tant les Rangs de bas en baut« 

Or après un calcul aflcz long , 
il viendra de là la Formule fui- 
vante: ' 

"^ ■ ■" " Il I 

y — fb. L ab. e^ -g. ^-Ç ^f^f^ 

< Il 

Et fi dans cette Formule on 
cbangeoit ^ en ^ , & ^ en /• , U 
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étt évident qu^elle reprefenteroft 

celle qu*on auroic dû avoir fi l'oa 
ft voit dans laTransfprmation fub* 
ftitué non a, mais ^ à la place de 
djy , c'eft-à-dire,fironavoitiranf- 
j)orté rOrigine non dans le fe* 
cond , mais dans le troifieme 
Sommet , & qu'on eût fuppofé 
une I n flexion a cet roi fi émeSom- 
înet- 

Mais ce changement de s en 
h,bii de b en a n'en produifant au-^ 
trun dans la Formule ci deflus f 
îl s'enfuit ( & c'eft ce qu'il falloie 
démontrer ) que U même con- 
dition qui donneroît une Infle- 
xion au fécond Sommet en don- 
neroit auiS néceâairement une 
au troifîéme. 

Pour la féconde partie de no- 
tre Propofition elle fe fubdivife 
en deux autres 5 car la Ligne des 
jf ( que nous fuppofons toujours 
être celle qui joindra les Points 
d'Inflexion) ne rencontrant la 

Ddii] 
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Courbe qu^eo deuxpo»its\& le 
Terme y ^ manquant par confé- 
quent dans TEquation , il pem (cl 
faire que les Branches Infinie» 
aufquelles les 7 devront être pa- 
rallèles foient ou Paraboliques » 
ou Hyperboliques. 

Dans l'un & rautre de ces deux 
cas nous placerons encore TOri- 
gine dans un des Points d'Inflér 
xion, 6c nous nommerons ^la 
diflancè d'un Point d'Inâéxion à 
l'autre, en forte que le dérniet 
Terme de TEquatioô ordonnée 
par tapport à j»? > mais fans en 
6ter le Coefficient de a: S pourra, 
avoir cette forme { — ^f' H- f^fiy )î 
de plus nous nommerons, ainfi 
que nous l'avons faic ci-devant ^ 
a— r<r (e Coefficient que x Linéaire 
devra avoir dans TEquation , fie 
la Racine qu'on pourra tirer du 
fécond Rang Parallèle rédurt en 
Equation fera {y^L'^x ),laquelle 
4deyra di vifer auâi le Rang imm6» 



daîcement fuperîeor rédoic pa** 
reillemeot en Equation. Enfin fi 
Ton prend (/r=: ^ x ) pour raiitré 
iDivifeur de ce Rang , il devra 
conféquemmenc avoir cette for- 

me(— /ly * -f. ^ 4- r. j^^ — -^' XX}- 

PaflTant maintenant au premier 
des deux cas que nous venons de 
dîftinguer , un peu d'attencion 
fuffira pout faire appercevoir que 
le membre fxy^ du plus hauc 
Rang Parallèle devra y manquer» 
de même que le membre ?% qui 
manque généralement dans le» 
deux cas,& ainfi il eft déjà prouvé 
que le plus haut Rang ne pourra 
comprendre dans le cas préfenc 
que les parties gx^y yh.xK 

Or fi Ton trànfpof te > comme 

on a fait ci-deffus, l'Origine dans 

le fécond Sommet, & qu^on fuj^ 

pofe dans la Transformée conr 

.Tenable à ce tranfport que ip 

Ddiii] 
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deux Rangs inferiears foicm dî- 
vifibles l'un par l'autre , il naîtra 
de - là une.Ecjuatiop qui fe pour- 
ra réduire à ( --,^^ •=<'). ce qui 
fera conclure que dans ce cas ^ 
devra être == o * & qu'ainfi , lo 
membre ^ç.v^ râanîiuant encore 
dans le plus Haut Rang Horizon- - 
tal , les deux Branches Parabo- 
liques aufquelles les y feront pa- 
rallèles ne pourront être que Di- 

ver^entes. r r 

I)ans le fécond cas on^ fera fuo* 
cefllvement deux Transforma- 
tions , Tune propre à tranfporter 
POriginç dans le fécond Sommer, 
K fuppofant que ce fécond Som- 
met foti un Point d'Inflexion , il 
en viendra cette Equation de con- 

ditioa Cj" + f' ^^ =?/ -**"*■ ^^î* 
. L'autre Transformation.qui fe 

fera en traitant y comme Conf- 

•tante dans les DifFercntiations , 

*&fublUtuantf en la place de dx. 



fer vira à tranfporter TOf îgînc fut 
la Ligne des x dans le point où 
cette Ligne eft coupée par TAf- 
fymptoce Droite parallèle auX/. 

Or dans cette dernière Trans- 
formée, outre qu*ily manquera 
le membre où 7* auroit un Coef- 
ficient Conftant ^y Linéaire y au- 
ra de plus pour CoefScient Conf- 

„„, _ — ^ 

de manière que le membre on jr 
Linéaire pourroit avoir un Coef- 
ficient Confiant difparoîcra en- 
core fi g'-hjf. ^a devient =/ 
^h-i^cc. Mais,fi ce membre vient 
encore à difparoîtrc, on a vu plus 
haut que lesBranchesHypefboli- 
quesdevrendroientDivergentesà 
la manière de celles qtri font auflî 
Divergentes dans l'Hyperbole 
Cubique.Donc de telles Branches 



/ 
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font fendues néceflaires par la 
même condition qui donne une 
Inflexion au fécond Sommet > ce 

3ue nous avions à démontrer cik 
ernier lieu. 
Quoique la Demonftracîon 
précédente foie un peu longue 9 I 
BOUS croyons cependant qu'oD ^ 
appercevra fans peine que vou* 
lant la faire dîredte , 8c à priori iï 
ne nous était point poflihle de 
lui donner moins d'étendue. 
Cette efpece de défaut qu'on I 
pourroit lui reprocher doit nous ^ 
aonnerde phrs occafîon de rema f**^ 

3ucr les avantages des moyens i 
e démontrer que nous avons in* 
diqués ci^deflus ( voy.Pag, 1 14)> 
& par kfquels on peut>ainfi qu'on 
Ta va , prouver en peu de lignes 
une vérité dont la démonftrâtïon 
direâe demanderoic de longs - 
calculs* 

Que fi on attribuoît cettebrié* 
Teté extrêmcLde la preuve que 



noasadpns déjà donnée plus Bairt 
à ce que nous y avions fnpofé une 
Propoficion que M. Nèvton avoir 
annoncée , & dont on pourroîc 
imaginer que la démonftrauom 
direâe aoroit auffi été fort diffi- 
cile , en ce cas le Corollaire fui-' 
Tant , a la fin dtrquel nous dé- 
moncrcions direftement , & fans 
peine cette même Propofîtion de 
M. Newton, fuflfîroit pour per* 
fuader du contraire^ 
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COkOLLAlRE qUAtRtE'MH 

Ok ton enfeigne à donner 4ux Or- 
données inné Courbe unefituation 
quelconque f/tr rapport i leur Axe, 
ci F on donne en eonfécfuence des 
mo;fem pourdifiinguer let unes des 
sfftres Us OfcuUtions de Sommets 
Farahliques s Paramètres rétlst 
0u imaginairesfde même S igné ^o» 
de Signe différent, comme aaffl les 
jtjfymptotes coincidentes de deux 
TairesdeBrAnehesHyberboliqftet 
ÀFuijfances réelles, ouimagi-^ 
naires ^ de même Signe, ou de Si' 
gne différent i ou enfin Pon démon- 
tre la Propofition de M. Neivton , 
de laquelle on vient de parler à la 
ps du Corollaire précédent , ce qui 
donne lieu à quelques répxion$ 
fur un Ouvrage de M, Nicole. 

Nous avons déjà remarqué plu- 
fieurs fois , & nous ayons prouvé 
au commencement de cet Ou- 



vrâge que , pouc donner aux t 
4â^unc Courbe une (îtuation qùeU 
<:oBque reiacivemenc à la Ligue 
des x,il fuffifoicd^yiubftituer z, 4-i 
f^Ut & mu à la place écxy&Làejf 
( /i, jScjffy étant deux nombres in- 
déterrriînés quelconques ,& n en 
Particulier pouvant être indiffe* 
remmène pofitif>ou négatif ). Or 
cette fubilicucion pourra fe faire 
auffi au moyen des Différencia- 
tions I & de la manière K^nt nous 
venons d^enfeigner dans le der- 
nier Corollaire , fi Pon regarde 
dans rOpération y comme Conf- 
tance s & qu'à mefure qu'on ope* 
rera on écrive par tout nu^mu^ 
&J& à la place de x^y^ iiàx^ 

Que u TAngle de transformât 
tîon , c*eft-à-dire, celui que doi- 
vent faire fur TA xe les Ordonnées 
nouvelles^ fi cet Angle étoit don* 
né, comme alors dans le Trian- 
gle formé par les Côtés u^ nu^ 
m» 3 bu^ce qui eft la même chofe» 



fàr lesGdcés I ,«,>ip oa coqoo!-. 
troic cous les Algies , Se le Côte 
I » oo en déduirou faciiemenc la 
râleur des deux autres Côtés » , wu 
Mais û la quantité de cet An- 
gle devoit au contraire être dé- 
terminée par fon MMitude i faire 
manquer dans la Transformée 
tel y ou tel des Termes , ou telle 
partie d*un éts Termes qu'elle 
pourroit avoir , en ce cas fuppo» 
fant nuls dans la Transforma 
générale leTerme, ou la partie de 
Terme en queftion » on viendroit 
d'abord àhontxkconnoîtrequel 
rapport de ni m feroit propre i 
Tanéaneir en effet » & on tireroic 
ide-là une valeur de jri en /»> oit 

• De plus> ayant aînfi dçs yakurç 
des trois Côtés du Triangle dont 
nous venons de parler » dans lef«* 
quelles il n'y auroh qu une fenle 
Indéterminée d*employée , on en 
déduiroit une valeur f^xnî^lakl^ 
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|>oiii' le Smus de l'Angle des Co- 
ordonnées anciennes >& la com- 
l^arant avec la véritable valeur 
de ce Sinus, qui eft toujours f up* 
pofée connue > on détermineroic 
en conféquence la fedlelndéter- 
minée qui feroit reftée i déter* 
miner. 

Le principal ufage que nous 
tirerons de cette Méthode con- 
fiftera à porter à leur perfeâion 
celles que nous avons données 
^ci-deâus dans le troifîéme , & le 
quatrième Corollaire du troîfié- 
me Lemme. Il reftoit pour cela 
à donner des moyens de difcer- 
ner les unes des autres les Ofcu- 
lations de Sommets Paraboliques 
à Paramétres réels, ou imaginai- 
res > de même Signe , ou de Signe 
dîflPerent , auffi bien que les Af- 
fymptotes coïncidentes de deux 
Paires de Branches Hyperfaoli- 
xjiues à Puiflances réelles, ou ima- 
:ginaire$Ade memeSîgneiOu de Si^ 
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gnc difFerent. Or fi on change 
par la MéAode que nous venons 
d^indiqucr la fituation des Or- 
données de façon qu^eUes devien- 
nent parallèles ou à la Tangen- 
te de rOfculatîon doni: on cher* 
che à connoîtrc les Paramètres, 
ou bien à l'AiTymptote Multiple 
"des Branches de laquelle on veut 
connoître les Puiffances,laTranC. 
forfnée provenante contiendra 
avec d'autres membres ceux en 
particulier qui devront donner la 
valeur de u correfpondante à une 
Abfcifle ou nulle , ou infinie, ou , 
ce qui eft la mêmechofe,ceux par 
iefquels on devra juger de la na- 
ture , du Signe , ^ de la quantité 
de5 Paramètres , ou des Puiffan^ 
ces dont nous venons de parler. 
Comme dans les Exemples que 
contiendra la troifiéme Se/âion 
de cet Ouvrage nous aurons plti- 
fieurs occafîons de nous fervir de 
h Méthode de ce Corollaire) nous 

nous 



nous contenterons par cette rar- 
;fon d'en joindre ici un fécond 
ufage au premier que nous ve- 
nons d'y indiquer. 

Ge fera de démontrer par fon 

jnoyen la Propofition de M. 

.Newton que nous avons fuppo- 

.fée dans la Remarque première 

.fur le Corollaire quatrième du 

troifiéme Lcmme ( voj.Pag. 1 14)> 

& dont il a été encore parlé en 

dernier lieu à la fin du Corollaire 

précédent : voici quel eft fon 

' énoncé. 

Dans les Hyperboles Rcdun- 
' dantes du trbifiéme Ordre desLi- 
[ cnes, c'cft-à-dire , dans celles donc 
'. la nature peut S*exprîm,er par Té- 
quatlon fui vante ( xyj'+'eji =-+- 
- Ax} '+-^x^'+'CX'+' d) les condî* 
^ tions qui peuvent donner un Dia- 
mètre aux Ordonnées parallèles 
I i. Tune des trois AfTymptotes font 
V que ^ foit =: o y cequi en donne 

Ee 
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évîdemméttt un auxjf cUcî-m^ 
mes , ou bien que kif-^^M foie 
rr Hh 4^^ ,^ ^ > d'où il fuit que 
Ç\ les Ordonnées parallèles à deux 
des trois Aflymptaccs dorvent 
avoir Diamètre , celles qui fe- 
ront parallèles à la troifiémc de- 
vront auflî en avoir néceffaî* 
renient , puifoub de ces trors E* 
quations de Condition {e^zzo)^ 
( bb — 4^r=:Hi-4/ff \/^),(i^ 
.^— 4/ir=: — 4i(fr\/4f) deux ne 
peuvent être vrayes fans que la 
troifîéme le foit paTeillenient. 

Pour démontrer cette Propp- 
fition on fera fur l'Equàtion pro- 
pofée laTransformatîon que nous 
venofts d*enfeîgner , & la Tranf- 
formée provenante^ fî Ton y fup- 
pofe nul le Coeffîcîent que *^ 
pourroit y avoir , deviendra {n\ 
isz-^b. fâ^^ff. }/iz^'+' ibz'-h^ 



i Sri o )/qûî exprirîTçpar. confé- 
1 quemrEquatipncoflyenableaux 
i Ordonnées paralieles^ à ia fecon^ 
I de 9 & à la troifiémç Âiïympcoce. 
j Or, lorfqoe les a devront avoir 

un Diamètre, le Coefficient du 
i fécond Terme divife par celui 
du pretaicr ne devra contenir 
que des z Linéaires , fie des gran- 
deurs Con liant es ,puifqu il fau- 
dra qu'il puiflê être rendu nul 
par une feule Transformation 
d^Axc , & il fuit de-là qu*on trou* 
yera les conditions qui peuvent 
donner un Diamètre aux u , fî 
Ton fuppofe égârl à zéro le Refte 
que donnera ceue Divifîon im- 
médiatement après qull fera ve- 
nu àJonC^otient des ;j,Lïnéaires^ 
fie des grandeurs Conttantes,c*eft^ 
à-dire, immédiatement après quV 
^n aura trouvé les deux premiers 
Termes de I? Suite Innnîe que 
la mêrtie Divifion continuée do»- 
»erok.pottr la valeur de fon Quo* 
tient* , Ecij 
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Qu'on fâffe donc la Dîvifion 

que nous venons d'indiquer, & le 

Refte qui viendra après avoir mis 

deux Termes au Quotient étant 

(^ + I? \/ if- -ff ), fi on fart ce Refte 

égal à zéro on pourra en conclure 

TEquatîon (^if-44r=+.44e s/ s) 

qui renfermera les conditions par 
Texiftence defquelles les Ordon- 
nées parallèles aux nouvelles 
Aflymptotcs doivent acquérir 
des Diamètres. Or c'eft précifé- 
menc la même Equation donc 
nous nous étions propofés de dé- 
montrer la vérité, & ainfi nous 
pouvons inférer de -là que M. 
Nevton a avancé avec fonde- 
ment la Proportion donc Tenon* 
ce a été raporté ci -deffus. 

Là démonftration précédente 

Î>eui nous fournir une preuve de 
a fupériorité de la Méthode in- 
diquée dans ce Corollaire fiir cel- 
les qu on pourroic lui fubftituer 
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Îour en tirer les mêmes ufages. 
l fuffira pour s'en convaincre de 
comparer cette démonftration 
à celle que M. Nicole , l'un des 
îlluftres Membres de l'Académie 
Royale de Paris > a donnée de la 
même vérité dans un Ouvrage 
qu'il a compofé en Tannée 1715,* 
& dont on attend depuis ce tems 
la continuation. Quoique cet 
Académicien ait fuppolé pour 
diminuer fon travail les Coor- 
données Reâangles > néanmoins 
ce n'eft qu'au moyen d'un cal- 
cul qui remplit deux pages in- 
4*^ qu'il vient à bout de déter- 
miner les conditions qu'il cher- 
che^ 

Uoccafîon que nous avons eu 
de parler de fon Traité nous don- 
ne auffi celle d^avertir ceux de 
fes Lcdcurs que pourroit fédui- 

• Vôy. Mémoires de l*Acad. Royale des 
Sciences de Faiis ann. 172^ , pag. lij} Edil* 
4e Patis. 
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te le préjuge de fa reptitatioô 

qu'il s eft glifle dans Ty^rr. 3 o de 
ion Ouvrage une faute d'une st£- 
fez grande conféquence. UAm^ 
teur j fuppofe que l'Ovale dans 
un Syftême de Lignes du troifié^ 
me Ordre peut s'unir à l'Hyper- 
bole Arobîgéne pour forRïer un 
Nœud av^ec elle^arnfî qu'elle peuc 
le faire en effet a^cc laCirconf- 
crîpte. Or il eft facile de fe coo. 
Vaincre par la feule infpcâEion de» 
FiguresÔC que lX)vale ne peut foi*- 
tir du Triangle des Aflymptotes, 
puîfqu'elle dbrt même être con- 
tenue dans celui que formeroîent 
les Tangentes des trois Points 
d'Infléxio» , & en fécond lieu 
que l'Hyperbole Ambîgéne doit 
être toute inÉcrieare à l'Aflymp»- 
tote à laquelle elle eft înfcrîpte^ 
d'où il fuît que cette Hyperbole 
ne peut entrer dzm le Triangfe 
/des trois Affymptotes» On pour- 
voit au refte défirer dans iX)p^ 
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vrage dont nous parlons qu'on 

y eut expliqué pourquoi , lorf- 
que rOrdonnée d'onc Courbe 
cft prife parallèle à la derniè- 
re direéHon d^nne Branche In- 
finie, la Lettre qui Texprime dans 
l^Equation de cette Covtrbe doit 
y perdre an moins une Dimen- 
£on , & pourquoi les Equations 

qui font de cette forme ( #irir=2 
hz^z^ez^'+'d.u-f^. . &c.) , ou 
bien de cette ^mréii&z^^cz-i^d. 
u^=-ez^ -^fz^. . . &c. ) fe rappor* 
cent au premier des quatre cas 
géiiérauxdiftinguës par M.Nev- 
*ton dans fon Traité des:Lignes 
du Troifiéme Ordre. 
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COROLLAIRE CINQUIË^MÊ 

Ok Fon tnftigne à tranffoffer tOri^ 
gine d^ns un point quelconque du 
Flan de U Courte, (jr à ^jpé^^^ 
tout-k^la-- fois la valeur de tOr^ 
donnée frimftive dam uru fitua^ 
tion quelconque v ce qui fourroit 
condufre à découvrir pour détermi- 
ner ks Efpius 4es Points Multi^ 
fies r ou Singuliers les mêmes Mé- 
thodes que nous avons données 
dans tepremieryér dans U fécond 

' Corollaire de ce Lenm^^ 

If eft évident qu'on vrencfra: à 
bout de ce qa*on fe propofe dâtlîs 
ce Coroliaire fi l'on prend de la 
manière qoe noiu av<>iis ii^- 

3uéedans ce Lemme la Soinme 
e tomes les Differentrelles de la 
Propofée , qu'ofi fuppofe que 
X , éiy y reprelentent /^y & q , que 
àXyéidyy reprefenteniÉ » , & w, 
& qu^on mulciplie enEn chaque 
PîfiFerçmielle 
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pîfferentîclle par la Paiflance de 

«^ qui aura le même Expofanc que 
cette DiflFerentiellc » ou , fi l'oa 
aime mieux , qu'on fuppofe que 
dxt dy reprcfentenc nu » mu. 

Èc fi Ton rapelle ici ce que 
nous avons dit dans i^ Corollaire 
fécond du troîfîéme Lemme , il 
fe préfemera un nouveau moyen 
de démontrer les Méthodes que 
cous avons données ci- deflus 
pour déterminer les Efpeces de» 
Points Singuliers plus direéb en- 
core que le premier , en ce qu'il 
Me fuppofera point les propriétés 
des Points Singuliers fîtués dans 
rOriginc , mais qu*il les démon- 
trera en même tçms qu'il con- 
duira à cranfporter généraiemeûc 
rOrigirie dans ces Points* 
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COROLLAIRE SIXIE'MÊ 

Oh Pon enjtigne a changer k la fois ^ 
^ générmem^nt Us direliions des 
deux Coordonnées. 

Il cft évident qu'on :VÎfen<îroîc 
à bouc de rendre à la fqis quel- 
conques lés directions des deux 
Coordonnées , fi après avoir fub* 
iticué ;& ^ Mê ylL mt^ i la place 
de AT, -&de/ dans la Propoféei 
on fubAicuolcde nouveau dans 
la Transformée provenance de 
cecce première fubfticucion s^ gr 
à la place de i» » & i&r à la place 
de & {g.iah marquanc de^ nombres 
ifidécerminés dans les mêmes con- 
ditions quei!r>&i9sr,&.iv,&jrex« 
.primant les dernières Coordon- 
nées)... . : ' 

Mais ces deux Transformations 
pouvanc fe réduire à une feule, 
par laquelle on fubf^icuëroic 
couc d'u^ coup dans la Propofée 

^s •+;ap^.+ ^. / en la place de x. 
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& ms + mg r en la pîace de y , il 
fuît de-lâ que PEqiraLtion faite de 
k Scrnime àts Differentfelks de 
ta Propofée , & à la manière qui 
â été décrite ci-déffus reprefen- 
tefà ceik qu'ofï chercire , fi Fgh 
fupppfe çftfe >r,/^ d;^, &-d;r y 
âyeû^ l'efpeârvèmènt pour va- 
leurs ns , iwi , ng-^^ f , /«fg-n 

Et à ce fujec il e/î à propos 
4'obferveF ea paflarK que des 
quatre nombres indéterminés n^ 
9n>g9 ^,idont le premier & le troi-' 
fieme peuvent être pofîtift, orf 
négacîrs , fi tfois viennent à êcrtf 
4éterminés,le quatrième doit âufli 
aécelTâiremenc l'être ,. puîifqu'ôfl! 
peut prouver qulf y a toujours 
çntr^eux ï'^galite fuïvantè. 

V ( iis^m-^ r. if^-w-^ u g^h^i. 

Ffij 
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REMARQJJE PREMIERE 

Oêip xprh avoir âécpuvert qfêcUc efi 
la Transformationla plus générale 
quon puijje faire far Us Equations 
des Courbes ( leurs Coordonnées de^^ 
meurant toujours droites)^ onfrou^ 
veque toutes les Equations qui ont 
un même Lieu font néceffairement 
$un même Degré. * ^ 

Il eft prefqu'ÎD utile d'avertir ici 

Î[u*après avoit fait dans la Propo- 
éé le tranfpopt général d*Orî- 
gine dont il a écé parlé dans ce 
Lemme on peut de nouveau chan- 
ger dans la Transformée prove- 
nante la direâion de Pune des 
Coordonnées , ou même les dî- 
re^ions des deux Coordonnées, 
à la fois de la manière qu on Ta 
ènfcignédans le 4™S& le 6»^ Co- 
rollaire ) ce qui donnera une fé- 
conde Transformée, qui, corivc^ 
nant à toutes les Origines iœar 
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fioâbles y fera propre encore, ou 
ien à toutes les fituations d'Or^ 
données qui peuvent, avoir lieu 
fur an même Axe » ou bien à la 
fois à tous les Axes , & à toutes 
les Ordonnées poffibles. 

Mais ce qu'il importe fur-tout 
de remarquer j c'efl que la der- 
nière de CCS Transformations eft 
la plus générale qu'on puifle fai- 
re fur lés Equations des Courbes, 
û l'on veut leur conferver tou- 
jours des Coordonnées droites. 
En eflPet toute Equation à Coor- 
données droites ,,& qui devroit 
avoir un même Lieu que la Pro- 
J)ôfée ne pourroit différer d*a- 
Vec elle que de deux façons, ou 
en ce que TOrigine de Tune fe- 
roit dans an autre point queTO- 
rigine de l'autre , ou bien en ce 

3ue la direâion d'une dés Coord- 
onnées , ou même des deux Co- 
ordonnées à la fois ne feroit point 
femblable pour ces deux Equa- 
tions. Ffiij 
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£c comme ^es Ixtùes qm ez^ 

prijnenc Les nouvelles Coordon*^ 

nées ne IbtrouveDC que Liiiéaîre& 

dans les valeurs de jf , & de y 

propres à cecce TransformatiQn , 

il fuit de ' là que ta Transformé© 

doit ctre précifémeat du même 

Degré que la Propofée , c'eft-à-r 

dire » que tomes les Ëq«iasions 

qui ont UD même Lieu lont né-f 

ç^Sâïremtnù d'un même Degré. 

REMARQUE SECONDE ; 

OÙ tan iéçou'vrç une e/pcfc iefa^te 
quilpi^rpitroit qtion fourroit rc^ 
frocher duxAiitfurs qui ont, écrit 
jujquici JUr la ÇonfiruHion des^ 
Lieux Géométriques , ç^ où Tor^ 
fmt voir fi4e cette JAMte na cefen-^ 
d.ant poMfd^ tirer à çonféquencc 

^ d^ns^ [es É^^les ^ ^u ^ks Méthodes 
que, qes 4u.tjeurs ofpt dotmée^. 
De pe qu^ ijoas avons dif dans^ 

la Remafo^ue précédente il eft 

fisilie de conclure que c'çttlafe^ 
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cottde > & xion la première des 
deux Transforroacions dont nous 
y a.vons parlé qu'il faudra em^ 
ployer lorfqu*on fc prppofera de 
trouver une Formule géoérale 
qui contîebne toutes les Equa- 
tions convenables à un Lieu Géo- 
métrique Propofé. Cependant les 
Auteurs dont nous avons çon- 
noiflance , & qui ont écrit fucfa 
Conftrudion des Equations par 
les Lieux Géométriques ^ Ven 
tiennent tous à la prcmierç de 
çesTransformations , c'eftà dire, 
qu*iiç fe contentent de changer 
rOrigine,& Tune de» Coordon- 
nées feulement , cnforte que le» 
valeurs qu ils donnent à x, & à j^, 
- au lieu d'être ( x =:^ -+• » ^ -H 

' font feulement { a:=: ^-4-;&-1-»»% 
^ i^=::^ -+- «^/^ ) , & malgré cela lès 

»■ M. le Marquis de l'Hôpital , M» de U 

Hîrc > Iç PrRe\fncau. , . &c. 

1-» ir • • • • 
f f Ulj 
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Formules qu*ils donnent font 
bonnes, & générales pour les Sec- 
tions Coniques qui font les feuls 
Lieux qu% fe foîent propofés de 
traiter. 

Pour en découvrir la raîfon il 
faut remarquer en premier lieu 
que dans les Seélions Coniques 
il n*eft aucun Syftême poflibre 
d'Ordonnées auquel on ne puiffle 
fuppofer un Diamètre , fi f on en 
excepte feulement dans l'Hy- 
perbole les Ordonnées parallèles 
aux deux Aflymptoces , & dans 
la Parabole les Ordonnées paral*- 
leles à TAxe , & qui font toutes 
elles-mêmes des Diamètres. 

En fécond lieu on obfervera 
encore que. TEquation des Sec- 
tions. Coniques prife par raport 
à tel qu'on voudra des.Dîàmé^ 
.. très ^.tpujours une même forme. 
Etant donc Propofée dans les 
Sedions Coniques une fituation 
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quelconque de Coordonnées 

Î^our en crativer T Equation par 
e moyen de rEquatioii i^a'on 
connoïc pour les Ordonnées au 
grand Axe de laSeâîon , au lieu 
de rapporter cette fituation à 
TAxe lui-même, on peut la rap- 
porter au Diamètre qui coupe 
en deux également les Ordon- 
nées même de cette fituation , 
& dont TEqaation eft néceffaire- 
ment de même forme que celle 
de TAxe , & pour lors il fuffira 
de changer la diredion des Abf« 
cifTes feulement , ao lieu qu'il au« 
roit fallu changera la fois les di- 
reftions des Abfciffes, & des Or- 
données fi Ton a voit voulu rap- 
porter à TÂxe même de k Seâion 
la fitaation propofée. 

Auflî TEquation qtfon trouve 
t>ar-làeft-elle'infumfante pour 
le cas ou > le Lieu étant une Hy- 
perbole , les nouvelles Coordon- 
nées doivent être parallèles à fes 
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dieux Affymptotcs : on eft 6bli^ 

fé de donner pour ce cas une 
ormule particulière, & celan'ar* 
liveroic pas fi la Formule qu'on 
avoic d'awrd aflignée avoîc été 

en eflPct la plus générale qu'il fus 

poflîble 9 ou (ir on avoit fait la 

f ubftîtutîon de p -^ns -+- »f H- h. 
r à la place de y , .& de j-h ms -f- 
mgràh place de yy&. non pa* 
Amplement celle dcp-i^iç^M 
au lieu d^ x^ 6c de q-^mu shj 
lieu de y. 

Quant aux Coordonnées de 
lHy perbole dont Tuaaie fevlemenir 
feroic parallèle à une AiTymptote^ 
& à celles de la Parabole dont; 
Pune feroit parallèle à TAxc, leur 
Syftême peut /rtiéme par les Me*' 
tliodcs Ordinaires ; fe raporter 4 
TEquaticm àcs deux Axes de la 
Seâion^ parce que dans ce SyftÔN 
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( me Vanc dçs Cpordptjnces cft fut 
\ ceptible de Diamètre. ' 
! Et cwnme les Obfervatioi» 
î quç nom avon^ faites tonc à 
l rheure fur les Sedions Coniques 
n'ont point lieu de même dans* 
les Lignes d'un Ordre plus éle- 
vé, il s'enfuit que , pour généra- 
lifer des JEquations de Lignes 
femblabIes>on ejuployeroît inuti- 
lement la Méthode qtf ont fuivîe 
ks Auteurs ionc nous avoi» 
parlé. 



-ii^ 
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SECTION TROISIFME 

s O L U T i O N 

DE Q^ELOyES F&OttLEMES 

P»r Us Méthodes qu^on s données 
ifMS l/t féconde Se^ion. 

-------- - - 

PROBLEME PREMIER 

^jfignerlcsProfrietés^ouUsAffeBiom 
frincif^les du Syfieme de Cour- 
tes qui efi le Lieu de cette EfUé^ 
tion (y^=:x^-— ax*-f-b*x), 
eefi-k^ire^ déterminera f^st^re^ 
(jr l^ fttuAtion de/es Sommets 9 
Jes Points Singidiers\ ou Multi* 
fies 9 fis Branches Infinies . . . 8cc. 

S O L U TI ON. 

En premier lieu , puifqoe le 
Terme toiK connu manque dans 
PEquation propofée , an peut 
conclure de- U que TOrîgine eft 
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fAacée dans le Perlmêere même 
de la Courbe ( voy. ci - At^us P^g. 
64) i de plus 9 comme le Terme 
h* X s'y trouve , ce pbinc ne peut 
être un Point Double ( Pag. 91)} 
mais les membres où les Pulflan- 
ces d)r pourroiént avoir des Coef- 
fîciens Conflians manquant juf« 
qu'à celui qui devroit contenir 
la croifiéme Puiflance de cette 
In$iéterminée » il s*enfuit ( P^^. 
6 5 > 1 17} que ce même point doit 
être un Point dUnâéxion de la 
première Efjpece \ & d'une direc* 
tion coinciciente avec celle des 
Ordonnées : enfin les Equations 
particulières qu'on pourroit faire 
en égalant à zéro les T^jrixiesqui 
ne contiendroient ou que x % ou 
que 7 feroient f x5=(?) , (x^^-^ 
ax^bb:=zo),(f::=io). &ilfuic 
de - là ( P/^g. 5 5 ) que la Direc- 
trice dos y ne rencontre la Cour- 
be quèfdans rOrigine, au lieu 
que celle des x la rencontre » ^ 



éani fOiipne, k aux devaié^d* 
cances réeltes , ou- infâglàsbire» 

f^bb, 
. x^. La premief e DMfereBtidie 
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éj^)yU ktfdfi^e , fans y faire 
entrer èàx % m dd/ , fera/ ( 6^ d/ 

sn éx-^z/f. dx' ). Ôr,pôuf Voir 
fi la Courbe a des Points Dou- 
bles y oa doit faire feparement 
$=^(> GhacuQe des, deux parties dé 
la première Diflferemielle (/^^f- 
m 5^. ) ce qui donne (^;=:^), 
*c (.3x' — ii^A^-f-^^rzo). Mai^ 
(j?r=^)ç fubftîtué dans TEq^ua-r 
dan de là Courbe, produit cette 
autre Equation ( x^ — ax^ -f-^* x 
7=:oy^ qui fe décompofe en ces 
deux nouvelles {^^=zo)yéi(xx 
r^MX'^bb'=:o).rl\y aura donc 
Poim Double ea deuK cas gjéné- 



râQXr le premier quand ces deux 
Bquations {x:=zo} y&c ( 3xx-— • 
xax'+'bb:=zo) feront vrayesâ 
la fois , & le fécond quand ces 
deux- ci ( XX— ^xH-^^= ^ ) > & 
< 3 XAT — 1/IX-+- bbz^o) le feronc 
femblàblemeDc. 

Mais il eft d'abord évident qtfc 

le premier cas eft attaché à la. 

condition { ^ = ^ ) ,& de plus que 

<lans ce cas le Point Double^ doic 

être placé dans TQrigine nicme. 

Pour connoître la condition 

du fécond cas je divifé ( ^xx-^ 

x^AT H- l^ù ) par ( XX-— ax -^bb) » 

£c enfuite le Divifeur de cette 

Divifîcm par fon^efte (àx^xbbh 

.ceqjuimd donne le dernier Refte 

{—^1^4-1-^ y, due je fais rz:^ 

{P^^.^o),&ilvientou (^=:V), 
ou ( ^/»=: 4^^ ) , c*eft- à -dire { s 
;=; H- 1^ ) : ( b:=:o ) fubltitué^dam 
ie Çmfeuf Linéaire {sx-^tbif) 



égiXé i zéro donne ou (xss^o); 
ce qui revient au premier cas , 
oa bien ( »zzo) ce qui change 
la Propofée en {j/iz=.x*) qui eft 
à une Droite combinée avec le 
Lieu imaginaire .de l'Equation 
iyy-i-*y-i-xxzzo); maisl^irs 
HKxi) jetant fubfticué dans le 
même Divifeur Linéaire il vien- 
dra ( «x ^ | /».»= o) î d'où l'on 
pourra tirer ou bien ( /ï=:o )-, 
condition dont ij a été déjà parlé, 

ou bien ^x = i i» ] , ce qui fera 
conclure que, lorfque s fera 

^=lfc.f^» *^ y »«ra un Point 
Double fur la ligne des x, & â 
Ja diftance f ^ de l'Origine. 

Dans Tun Çc l'autre des 

deux cas que nous venons de 

diftinguer on a eu (ys=zo)i6c 

^ette valeur fubftituéc dans la 

^onde Difièreotielle l'a. réduite 

à 
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i ( 6x+ la. dx^ =: ^ ; , ce qui 
ëopne pourdx deux valeurs réeU 
les>& toutes deux = 0. Le Point 
Double ne peut donc jamais être 
qu*un Rebrouflement d une di* 
redion coïncidente s^vec celle des 

y{Psg. i54>3 37') 

Mais fi (jf=:o),& { 3 kx^ lax^ 
ttzzûo) n'étoient pas vrayes à la 
fois^ alors la première de ces con« 
dirions porceroit à des Maximum, 
ou dcsÂHnimum des r,& la fécon- 
de à des Maximum y ou des Mini^ 
mttm dcsy ( Pag 1 5 1 .)3 d'où il fuît 
que dans lesSommets de la Ligne , 
des X la Tangente de la Courbe 
doit être coïncidente avec la Li- 
gné des ^ i & on pourroit le cod- 
cliHre encofè de ce que nous 
avons dit i la Page ^ 7. 

3^, Pour connoîcre les Infle- 
xions je fuppofe ( Pag. 2 ^ 7.) un 
Divifeur Commun à la première 
. Diâèrentielle ^ & à la féconde 

Gg 
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pïfe âr fa, madère qui a> cté hiçRv 
quée ci-dedliSjd'ou adirés roù^ei 
les téduftions , je tire ces deux; 

Bquatîoiis dé candîtîons ( yy=:o)^ 

oiïbien (^=:^ )>& (/»/ï — 5^^#^ 
àfAT^/^**^ :#^ r=^) . Or il fuit de*- 
là que ladîftahtc de rOï4çîa« à la^ 
liauteur des Poims^dlnflfexîon fc- 
/a toujours donnée parPun^ de^ 
€ëi deux Equations (txr — ^x* -+• 
P x:zz.û I, qurvientde {y:=zo)y 

^ piîifqtic la prem^dre fiappofe 

que^ {oit'zro , elle devra? donc 

être employée jorfqué lés lufle- 

-xîoos/eroOT (îfijé^s jfçif TA^xe mê^ 

me» au rjeu,€^ue.dw>J^f/?a;^ W*^ 
férens il laudta fti^t^^qf^gc dejb 

fécandfe..En général tantf que ^-^m^ 

fera- plus grand que W ,> les* Riw 

çines de la première Equation ife^ 

rbdt ' réelles , & celles ét^ li £fe^ 
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cicmde feront inoâgioâirèS) & ainil 

C€ fera^xle 1^ première. qu il fau- 
dra fe fervir paiîrctDuvcr les. In- 
flexions y ^ viu ^ vtrsû. . Dans le 
premier czs les>deuîx inflexion» 
diflFerèntes de celle que la Cour- 
be fubîc dans POrigine (Vroçt 
placées fur là Ligne des a::,'& dan* 
le fécond cas elles feroni fiôrs de 
cette Ligne- ..\ ., 

Pour trouver Vy qui dans ce 

dernier cas devra leur convenir 

' on fuppofera un D.ivifeqr eom- 

' mun aux deux Ecju'aûons (x ^ — . 

x^ ^ /ih" X '^h^=^o),cc qui eôa- 
duîra à celle-ci { j^^ — iblr • 

■ .^aa-^'^hh *. ^ ' •= o ) , qui ne 
' peut avoir aa plus q,ue deux Ra- 
cines réelles .... ôcc. 
4«. Pour déco^ivrir les concG^ 

Ggij 
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faire paflerrAflympcotcpxr TO- 

yiginc , & cotnine dans ce cas h 
ne fçauroîc encore êtrer::;^>raiis 
i|ue rEquscion ie réduific à celle- 
ci (^ =^x^ ),aui,cc>mmc on a die 
plus haut, eic à croîs Droices^ 
.donc deux fonc imaginaires , il 
s'enfuie que , /i étanc z=. o , les 
Branches ne pciï^renc être de Tef- 
pece de celles de l^Hypcrbcde Cvt- 
Bique j & que, femblables en celsi 
i celles de THyperbole Conique r 
elles doivent ramper l'une à la 
Droite 9 l^autre i la Gauche de 
Jieur AfiTympcoce Gwnmune (f^rj.- 

Mais pour crouver plus gene- 
yalemenc tout ce qui a rapponr 
aux Branches Infmies, à Leurs Af- 
fymptoces , & même aux Diamé* 
ms qiri peuvent avoii: lien dans* 
le Syflênie propofé , j'çmploye 
ici la Transformation de \x 
Page 309 , & comme^ eft dans« 
la Propoi^e daQS un degré de 



WQ!tùipBcmon moindre qup txy 
£^e{i elle que j'augmente de \» 
quaiH.icé^ , ce qui donne iaTr^n^ 

formée (^j^ •+• 33'7*^*}^*7H^3!*' 

Or fiîppofant un DIvtfeur com^ 

-mun au pWHaiuc&angHorizon^ 

^slI de cette TransÊdrmée i & i^ 

^elui qui le fmc immédiacexnent 

en defcendanc» il vieni pour 

-condition ^.q:=z — j- ^ , & le Di^ 

vifeuT Commuri,en y fubftîtuant 

à là place die 5^ fa 'sra leur tirée d» 

cette condition , . fe trouve être 

-(^c=: X )r qui ^ fi 1!qîi le fuppofc 

encore. eQmm&n au .troliiémi^ 

Rang en defccncfant^ .donnerai 

-pour fcicon^ comdu£op l bbzs:i 

Et il fuit dfe tout cela i^ {Pag.^ 
j iO' ) qne l^Orîgîne de la Propo-^ 

fée écoit éloignée de rAffympto- 

ce d4> la. g-î^nfÂtç^TT^f é pf^% fw 
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là Ligne des ;f , & elle Tétok auffi 
de la même quancicé fur Ut Li* 
gne des x en conféquence de ce 
que nous avons remarqué tout à 
Theure ÇPsg.3^y.)i %^.(P.i6 5 ,3 1 1) 
que lorfque ht fera c: f ^ii , les 
Ordonnées parallèles à l'ÂiTymp 
tore auront Diamètre , ou bien 
les deux Branches Hyperboli- 

aues feront placées toutes deux 
'un même côté par rapport à 
leur Asymptote commune» ûhk 

eft plus grand que j s/$ » la Bran- 
che d'en deçà ira du ct>iè négatif» 
& celle d'en de*lâ du côté pofi- 
tif ) sur vice verfa . . . &c. 

Que fi , pour changer la fitua- 
tion des jr de manière qu'elles de- 
viennent parallèles à i'AflTymp- 
tote , on transforme de nouveau 
la Transformée précëaente par 
la Méthode qui eft décrite à la 
Page 3 i4,&obfervant feulement 
de plus de faire m::=t*iiee qui eft 

indiqué 



Indique par le Divifeur (y=^x) 
gu'on a trouvé ci-deffus , on par- 
viendra par ce moyen à cette fé- 
conde Transformée (}»*^u'^ 

, Or,fi on ordonnoit cette Equa- 
tion par rapport à z , fon dernier 
Terme feroic «. bi^^a^.^^ 
*-aU lequel égalé à zéro donne 

-—-aat la diftance qui devroit dé- 
terminer rintcrfeaiondeiaCqur- 
be & de l'Aflymptote deviendra 
infinie, & la Courbe , ainfi qu'on 
la déjà vu , ne coupera plus l'Af, 
lymptote j fi^r-^, rAxe,rAffym- 
ptote & la Courbe fe couperont 
en un même point i fi ^z» eft plus 
pçtit;que ihh , l'jnterfeaioadcla 

Hh 



Coarbe & de rAUympcote fera 
placée du cocé négatif» & elle le 
lera au contraire du côté pofl- 
tiff Cl da eft plus grand que ^èi. 

♦ 6^. Enfin , pour découvrir lef- 
quelles des Efpeces de M. Nev- 
ton font comprifes dans le Syf- 
tême propofé , on commencera 
par reculer, ou avancer TOrigine 
dans un point quelconque de la 
Ligne des u , ou de l'Aflymptote 
(Pag. 307 ) > & enfuite on ren- 
dra de même quelconque la fi- 
tuation des z, (Pag. 314), c'eft- 
à-dire , qu'au moyen de ces deux 
Transformations on aura fubfti'* 

tué rx à la place de ;& , & ^ ^y 
éJ^fftx i la place de u. Cela fait 
on fuppofera dans la R.efultante 
de ces deux Transformations 
égaux à zéro les CoeiEciens des 
membres où fe trouveront x^y^ 
Si xy.&c ayant déterminé par-Ii 
la valeur de ^ , & celle de r » 



oti fûbftitucra par tout ces va- 
feurs en la place des deux let- 
trSe^qui les rcprefenteront,ce qui 
changera la R^éfulcante en îinc 
Équation de la forme de celles 
de M. Nevrton5.& fi pour ban- 
nir leiFradions Littérales de cette 
Equation Nevtonienne , & pour 
abréger fon expreffion , on y 
fuppofe ^^z=zty.aa — i^'==zccr 
itfif — ^^A=:>^, ayant mênij& 
fi Ton veut lubftitué précédeita- 
ment la valeur de n cq m prife 
àé la Formule de la Pap 5 35>»i 
iC des autres Subflitutions .qui 
«nt été déjà faites > elle prendra» 
enfin cette forme { xj^^-f- ^ /j^ 
in tcy =: — -1 »^^ AT^ *-+- i /» 
m^ c^x— irxt'^m^a,et)i d'oil 
il fuit que les Lieux de la Pro* 
Propofée font des Hyfçrboks Dé^ 
fedHvtî\ dont la connoiflTance fé- 
lon les principes de M. Newton 

Hhij 
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( voy. Enum, Lin,. 5* Orà. ) liépend 
de L'Enumeratioa des Racines de 

l'Equation Déterminée ( x^ =: f 

& comnje c^lle-ci ^ fî elle n*a 
poÎQc crois Racines égales > en a 
nécefTairement deux imaginai- 
res * , il s*enfuit que des Efpc- 
ces de A$. Newton il n'eft que 
ïa35Sla 57^.1^ 3«Sla4i«,& 
la 45^ qui puiflenc être expri- 
mées par laPriOpofée. Leurs Figu- 
res font dans le Livre de M. Ne v- 
ton marquées parles chifFxes 41/ 
41 f 43, 48, 49 , & ici par les 
chifFres 58, .55^ , éo , 6 x\> 6.z , 
63 , 64. > 

* Voyc? l*Arithtn. Uflîverf.de M- Ncvtoa 

Eag* 210 , Edition d* Amft. 1751 , ou l*AnaI. 
>cm. du P. ReyneauPag. x4i,Edit. de I7PS. 
Et remarque? <jue dans cette Efpéce, fi 
l'on vouloit ôter à la Réduite fon fécond 
Terme ^ clic perdroit auffi ncceffairemenc 
le trojfiéme . & elle per4roit encore le qua- . 
triéme fi le Point Double dcvoit avoir lien 
dans la Çouibe. 



3^5 . 
REMARCLUE 

Oh ton fait voir que M.Ner^to» au-- 
toit pâ âijlingHer dans le iroifiéme 
Ordre des Lignes un nombre d^Ef- 
fèces beaucoup plus grand quil ny 
en a dijlingué en effet , ^ quen 
Juivant même les principes de ce 
grand Géomètre on doit ajouter 
encore deux nouvelles Efpeces ^(jr 
auxji dont il a fait i énumera-- . 
tion , ^aux quatre autres que Vil^ 
lufire M. Sttrling a déjà prouvé 

\ quil avoit oubliées. 

On aura pu voir tout - à - 
rheure avec furprife que nous 
ayons attribué plus de figures 
que M. Ne^c^tdn à un même nom- 
bre d'Efpeces de Lignes du troi- 
Uéme Ordre > ce qui paroît fup-^ 
pofer en quelque façon infuffi- 
fantes lesSubdivifionsde cet Au- 
teur. Cela vient de ce qu'avant 
• cf en venir à fon Enumeration 

H h iij 
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il n*a point fixé le'fcns qull atca- 
choit a ce mot Effe ce, ainfi , par 
exemple , qu*on pourroit le faire 
pour les trois Efpecesde Sedions 
Conique , la Parabole , rEUipfe, 
& l'Hyperbole , en difant au oa 
range dans une même Eipece 
toutes celles qui ne différent que 
par Tinclinaifon de leurs Coor- 
données , & de plus ( ce qui ce- 
pendant revient encore au mê* 
me dans la Parabole) par ce qui 
les rendroît àcs Courbes fembla- 
bles>c*eft-à dire, par la quantité» 
& non par le rapport de îeursPa- 
ramêtres. 

Au lieu de cela M. Newton 
a déduit fon Enumeration de la 
feule confideraiion du nombre» 
de la fîtuation pofîtive , ou néga- 
tive, & des égalités réfpcaives des 
Afaximum y on Minimum des x>. 
fans avoir de même égard aux 
Maximum , ou Minimum des ^ > 
quoique la Diredrîcc dè&^x ne 
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fût pas moins que celle àesy une 
Droictf déterminée , & dans une. 
iîtuacion finguliere. 
. Que fi il avoit fait fur les Mm- 
^iàtum & Minimum des^ les. mê- 
mes obfervations qu'il a faites fur 
les Maximum & Minimum des x, 
fes Efpéces i,x,3ï6*io>ï4» 
1^,16, 11, &i8 aurqient en- 
core pu fe fubdivifer.ôc ilauroit 
dû en conféquencc établir un 
nombre d'Efpeces beaucoup çlus 
grand que celui qu'il a affigné. 

De plus r en partant même àti 
principes de M. Newton, on trou- 
vera qu'outre les 4 Efpeces qu'il 
avoir omifes , & que M. Stirling 
a rétablies , il en eft encore écha- 
pé à l'un & à Taùtre^. ces Gèor 
métrés deux Efpéces qui doivent 
avoir leur place entre la 55«'« ^ 
la 54"»^ de M. Newton , & qui 
ne font autre choCe que fa Figure 
5 7 accompagnée ou d'une pvia- 
Je , ou d'uû point Conjugué plâ- 
Hhiii) 
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céau-deiàderAffymptote. Leur 
condition d'exiftence eft que les 
Racines de TEquation {bxx-^cjc 
^d:=zo ) étant réelles , elles 
foient de plus d'un Signe difFe-r 
rent de celui qu'a x^ lorfqu*elle 
devient infinie , & quil lai ré- 
pond toujours des^ réelles, c'eft- 
à^dirojd'un Signe diflPérent d^ 
celui de i&. 
PROBLEME SECOND. 

Déterminer les Propriétés , ou les Af* 
fectionsfrincifules de laCaffinoïde 
* dont P Equation A été dcj a donnée 
, ci'deffus (Pag, 1 5,). 

SOLUTION. 

Cette Equation que nous de- 
votîs rapporter ici de nouveau eft 

x*H- 1/»'^*— /»f = 0. ) 

Or i**. les Termes Pairs jf man- 
quant , foit qu*on Tordonne par 
rapport à AT, u)it qu'on Tordonna 
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par rapport à^, il s'enfuît que la 

partie fituée à ta Droite de la 
Ligne dcsy eft parfaitement fem- 
biable à celle qui eft fituée^ la 
Gauche de cette Ligne , ôc qu'il 
en eil de même des parties fituées 
à la Droite ,& à la Gauche de la 
Ligne des x. Daillcurs les trois 
Termes de TEquation ordonnée 
par rapport iy , ou plutôt par 
rapport à y^ , n'auront jamais aU 
ternatîvemcnt les Signes -f- , & 
— , & jl fuit de -là que les deux 
valeurs de^^,C elles font réelles, 
ne pourront être à la fois pofiti- 
ves : il y aura donc perpétuelle- 
ment deux va4eurs de j^ imaginai- 
res, &les7 ne pourront rencon- 
trerla Courbe qu'en deux points. 
De j)lus faifant da dernier 
Termç de la Propoféc Ordon- 
née toujours par rapport à y cette 
Equation déterminée (x^ — lA* 
xî +ia^h^—a^=zoj ) il en rc- 
fultera quatre Racines (x;=-i:^)i 
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(Ar=:Hf- V zW — aa) pour dé- 
terminer les poinesoùlaLignedes 
X rc«k:oncrera la Courbe , d'où il 
fuit que)(i xU eft plus grand que 
>/i^, cette Ligne aura quatre Som* 
mets^fî xbh eil plus petit que aa , 
elle n'en aura quedeux>u %bt=z 
Aa.ovt encore fi azzzoy deux de fes 
Sommets fe réuniront dans l'Ori- 
gine t 6iCihbz:za/tr les Sommets 
tomberont deux à deux l'un fur 
l'autre aux diftances -f/i , & — s 
4e l'Origine 

Or dans ces derniers cas les 
Sommets feront néceflairement 
des Points Doubles , puifque le 
dernier Terme ne manquera pas 
feul dans la Propoféepar les fup- 
pofitions de ( i W=: aa ), ou ( a=z 
ô),&defx>&7=:a),oubiende(^fr 
2=/*ir) , & (x =:2t^4P ), fon pénul- 
tième Terme y manquant nécef* 
fâirement,& indépendamment de 
toutes fuppofitioiis. it/cy^PAg^yj^ 
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Mais,fi l'on ordonne l'Eqnatioa 

par rapport à at , on trouvera que 
dans différentes fuppofitbns les 
4; valeurs de x pourront être oa 
toutes réelles , ou toutes imagi- 
naires , ou bien réelles , & ima- 
ginaires deux à deux 5 & fi duder- 
nierTerme on fait cette Equatioû . 

iDéterminée(^^4- t^^j''- — >•*-+* 
i^* A* = ) » fes deux. Racines 
réelles , &' qui ne le feront qn'aa* 
tant que aa, fera plus grand quf 
lè^, feront voir que, fi ï^^ eft 
plus gratvd que aa* la première y 
ne rencontrera point la Courbe» 
que, fi i^^ell plus petit que^/r» 
elle la rencontrera en deux point$ 
éloignés de l'Origine de la quan- 
tité +_ ^aa — ifh , & que , fi a» 
r=iè^,ou bien fi (i-=.o, ces deux 
Sommets fe réuniront dans 1*0^ 
rigine,arnfî qu'on l'a déjà prouvé. 
Enfin pu%ue le dernierTerme 
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de la Prùpofée arrangée par rap- 
port à ^, ou à AT ne fçauroic man- 
quer feul, le péttultiéme y man* 
âuant toujours efTencieUement» 
s'enfuit {P/ig. 56,57) que , fi les 
Sommets ne font pas des Points 
Doubles , les Ordonnées qui y 
paieront leur devront être Tan- 
gentes , & comme TEquation 
qu*pn pourroit faire en égalant a 
zéro le plus haut Rarig Horizon- 
tal de la Propofée auroit toutes 
fes Racines imaginaires, on peut 
encore conclure de ^ là que ta 
Courbe ne peut avoir des Bran- 
ches Infinies {Pag* 161). 

Il efl donc vifible,mcme par les 
feules Remarques que nous ve- 
nons de faire fur rinfpeftion de la 
Propofée que, fi ihb eft plus grand 
que aa , la Courbe qu'elle ex- 
primera alors devra -être compo- 
lee de deux Ovales conjuguées 
réciproquement l'une à l autre , 
& fituées fur la Ligne des x aux 
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iaiftances -f-/g, ou ^ v xbb-^aa; 

feloo que /« fera ou plus petite , 

ou plus grande que \/ ^bb —nét^ 
La longueur de ces Ovales aura 
pour mcfure fur la Ligne des x 

la quantité àz.^-^ \lf.bb-rraa, 
& parconféquent elles s*anéanti* 
ront , & ne formeront plus que 
deux Points Conjugués lorfque 
A fera = /&: jG ihh^^/t, ou bien 
il /*=o , les deux Qvales Conju- 
guées fe joindront pour former 
une Lemnifcate , & fi enfin phk 
eft plus petit que aa , le Nœud 
âe la Lemnifcate difparoîtra , & 
la Courbe fera une Ovale, qui 
pourra avoir des Inflexions qu'on 
déterminera plus bas. 

Dans les cas de l'exiftence de 
la Lemnifcate il fera encore 
très-facile de vok que les deux 
Branches qui la formeront de- 
vront, fubir jctaçune une inflé* 



que ibh^=^aa,o}x bien que ^— :^, 
& ccile du fécond , où il y a deux 
Points Doubles fur VAxç aux 
diftances -f-^» & — * de TOri- 
gine, fera que tlf=z aa. De plus 
dans ce fécond cas les Points 
Doubles ne pourront être que des 
Points Conjugue's 5 car fubfti- 
tuant ( voj^. Pag. 1 5 ) (a: rr _->"J)> 
tiiyznù) dans la féconde Diffe- 
re ntielle q ui eft généralement 

'+"4- yy ^ ^^ -i- 5 •*'-^. cIa: ^ =r tf ), gliç 
pourra fe réduire à (d^ * i=— d;^ '), 
qui a fe.s deux Racines imaginai-^ 
res,au lieu que fionyaypitfa.it AT, 
&^rr (7, comme cela arrive dans 
le premier cas , elle fe feroit ré- 
duite à {df :zz dx^ ),qui a fes deux 
Racines réelles, & égales de quan- 
tité, mais Tune pofîtive,& Pautre 
négative j 4'oii il fuit que le Point 
t)oublenepeut manquer dans ce 
casd*ctre un Point de Croix dans 

les 
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dîfcâîons qu'on a décrites âTArt. 

précéclent5 &: comme la 5'"^ DifFe- 

reritielle qui cft généralement 

dy +z4A:dx^=:o)fe trouve avoir 
iîans le même cas zéro pour Coef- 
ficient de tous fes membres , il 
s^ciifuit que chaque Branche fu- 
bit , ainfi qu'on Ta déjà dit , une . 
Inflexion dans le Point de Croix 
( v. Pag. 150, 1 1 7 ) 5 de même fi on 
fubftitucdans cette troîfiéme Dif- 
férentielle les valeurs (x=:"+-^), 
(7=:c) , qu'on a déjà dit être 
propres au fécond cas , elle poura 
ife réduire i{dy'^z=z — dx* ) ainfi 
que l'a fait la féconde Differen-' 
tielle , & il paroîtroit fuîvre dé- 
jà que les Points Conjugués de- 
Vroient être compliqués d'Infle- 
xion , ce qu'on a prouvé poffible 
{ Pag* i II ) '- n^aîs comme une 
fubftitution femblable rcndroic 
encore la ' quatrième DîfFeren- 

li 
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X4 dx4 =: ) divifible par ( dr ^ =^ 
— dx:* } , & que la Propofée n*eit 

3 lie du quatrième Degré , on ea 
ort conclure que la Transfor- 
mée dont rOrigine feroit placée 
dans l'un des Points Doubles 
deviendroîc dans k cas préfent 
divifible par la fomrae des Quar- 
rés de fes Inconnues > d^oir S 
fuit que dan$ la fuppofîtion pré- 
fente la Propofée elle-^m^niedoie 
pouvoir fe décompofer en; dUu- 
tres Equations de Degrés infé- 
rieurs au quatrième ,.& en effet 
elle devient égale au Prqcfuic de 

( yy-^xrX'-f^itx'-f^ti'z:::o ),, par 

on peut regarder indifferenrment 
comme fes Lieux ou deuxCercles 
d'un R.ayon nul , & dont POrî- 
gine feroit éloignée du Centre 
fur la lign« des ^ de la quantité 
W- é^ ou bien quatre Droites, à 
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cRreftions Imaginaires , & <Jonc 

les Equations feroîenc [yzizTn. 

--±\/ — i),(^ = x— è-H^^^ — ^r- 
Que fî ïa Propofée eût été d'uo 
Degré fuperieur au quatrième y 
.& que (d^^^ — dx' ) n'eût pa* 
diviféfacinquiéiheDifferentieile, 
•en ce cas lesPoincs Conjugués aiv 
roient été conrpliqués non^feule- 
ment de deux Inflexions , mais 
encore de deux Serpencemens 
rnfinirrient petits. 

' Enftnpuifqa'enfubftîtuantdans 
la féconde DifFercntîelle les vsh- 
ïeursde x.&de^ propres à. tranf- 
Jiortcr l'Origine d'ins u'n Poinr 
Double il n'arrive jamais que 
chaque Terme s'anéantiffe dans 
cette féconde Différentielle , ex- 
vcepté dans le fetrl cas otr h ferort 
fait :=: ^ , ce qui combiné arec 
les conditions êà Texiftence d*cs: 
PoBmsDioublcs doonwofc auffi x. 
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yy & s^no , il s*enfuît ( Pag. 235) 
qd*il ne feroic que ce cas où la 
Courbe pût avoir de Point Tri- 
ple. Mais comme par cqs fuppo- 
fitions tous les Termes de la troî- 
iîéme DifFerentîelle s'évanoûi- 
roîent aufli , & que la Transfor- 
mée convenable au tranfport de 
rOrigine dans le Point Multiple 
fe réduiroit à ceux de fes Ter- 
mes qui feroient déCgnés par la 
quatrième Différentielle , c'eft- 
à-dire » à ceux dans lefquels la 
Somme des Expofans de;&,& àtu 
feroit toujours égale au nombre 
4 5 de cela , & de ce que la qua- 
trième DiflFerentielle n*a que des 
Divifeurs imuginaires on peut 
conclure que cette Transformée, 
& par conféquent auffi la Propo- 
fée doivent avoir en ce cas pour 
Lieu le Syftême de 4 Droites à 
direétions imaginaires, & donc 
ia rencontre commune foit pla- 
cée dans rOrigine ; & en effet la 
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Propofee fe réduit alors à {xx-^ 

jy^z=zo) qui a pour Lieu un feul 
Point Quadruple formé par la 
Superpoficion avec coïncidence 
de diredions ( voy. Pag. 138) des 
deux Points Doubles donc nous 
avons parlé dans TArticle pré-? 
cèdent. 

3^. Pour déterminer les Ser- 

{^entcmens infiniment petits , & 
es Inflexions qui peuvent fe ren- 
contrer dans la Courbe on fub-» 
fticuëra dans la troifieme, & dans 
la féconde DiflFcrentîelle prifes à 
notre manière les valeurs de dy 
en dx tirées de la premiereDiflFe- 
rentiellc , & de la ptemiere de ces 
Subftîtutions il refultera le Pro- 
duit de ces 4Equations {bbz=zo)y 
{xX'-hyy^=o) i {x=zo) ,&iGnfit\ 

(j^4-4^2. XX 'ir^ bL yy -+- XX — hb^ 
ZZo ) , au lieu que la féconde 
Subftitution donnera pour Reful- 



tanfc le Produit de ta éertmre 
des Equatrons c^ae nous renos» 
de rapporter par cette autre {j^ 

Mais en pemrer Ireu le Divi- 
feur commun aux deox Reful- 
tantes , c'eft - à • dire y {y^^^i.^ 

XX -+• bb. yy-^xx-^bb = ^ ) n*a 
qire des Racines imaginaires ).e}& 
ceptédans le leul cas oh bb feroîï 
rc ATAT, ce qui rendroît y:=i o^^ 
fappofcroit ( ct^ valeurs devanc 
aufli fatisfaire a la Propofée > que 
/f/« ftït :=z:bb r or comme on "a vh 
plus traut que cette condition dé- 
fignoit les deux Poitîts Conjugué* 
dont nou« avons déjà traite > il 
s'enfuit que le Eyivifeur en ques- 
tion ne peut Jamais porter à des 
Serpentemens rnffniment petits , 
ainC qu'if le fcroit s-iT avait àcs^ 
Racines réelles communes avec fa? 
PropoCée^ & que Us Coordbnisfcéesî 



pjirtîculrcres^ défignées par die 
telles Racine* aboutîflent dans 
ta Courbe à des Poi Rts-Simples. 
' PcmrlcsdeiixDitife»rs(^èrrû)r 
& ( XX -^yyzzL o ) de la premier© 
^efoltante, la vérité de l'un em- 
porte la verké de Tautre , & \\si 
jp'om Ikir tous les deux que dans 
le cas où toin: le Syfténie de la 
Coarbe fe changef oit, en u^n feuï 
Point Quadruple, félon qu'on a 
obfervé ci-deflus que cela peur-» 
roit arriver.. ; 

Il ne refte donc plas,pour pou- 
voir s^affurer qu^on a ura parcoui» 
ru tous les cas poffibles de Sîer- 
pentemens infiniment petits^qu'à 
comparer le Di vifeur ( x =:r i? ) de 
la première Refultante, non avec 
le premier Di vifeur de la féconde 
{ car toutes les valeurs qu'oa 
pourroit en tirer ont déjà été re-* 
;^ttéesy, mais avec le fécond Dr» 
vifeur cfe cette £econde Reful- 
îVtte > c'eft- à-dire ^ avec (j*-H 
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XXX — bk jy H- xx-y-bb. xx irr o h 

Or cette dernière comparaifoa 
donne {yzzzo) ,ou (x=:^ih ^j, 
& fubftituant dans la Propofée les 
Taieurs ainfi trouvées pour x , & 
pour^, il vient pour le premier 
cas les conditions ( ibb:^/ia ) , 
6c{a=:o)y IcfciueUes- fe font dé- 
jà prefcntées ci-deffus , & déno- 
tent comme on Ta prouvé le 
Point de Croix d'une Lemnîfcate. 

Quant au fécond cas fa condi- 
tion d'exiftêncc c{ï(^bbz:zaa)$ 
de plus les valeurs déjà trouvées 
pour X i & pour y , & celle de aa 
qui réfulte de cette condition 
étant fubftituées dans la premiè- 
re DifFerentiellc, elles n y anéan* 
tiroîent point leCoefficient de dyy 
& elles y anéantiroient au con- 
traire celui de d>v,&c'eft une mar- 
que i*^.(?/»^^.64,2 3 9,i5i)quele 
Point trouvé ne pourra être que 
Simple » d'où il fuit que ce fera 

un 
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Un Serpentement infiniment pe- 
tit, & x^ que fa diredion 1er* 
coïncidente avec celle des at 5 & 
on peut conclure de-là qu*on en 
démoncreroîc plus fimplemenc 
encore l*exiftence, fi Tontraitoic 
dans les DifFerentielles dx com- 
rneConftanteifeloncjuel'enfeigne 
la Méthode que nous avons clon-ï 
née ( Pag. 307 ) : mais comme » 
en commençant la recherche 
Analytique .que nous venons dé 
faire , nous ignorions que le feul 
Serpentement infiniment pecic 
<|ui peut avoir lieu dans les CaCr 
finoïdes y dût avoir une direc- 
tion coïncidente avec celle des x 3 
nous avons du par cette raifon 
nous fervîr dans cette recher-* 
cbe de la Diflferentiation géné- 
rale. 
Pour les Points d'Inflexion leut 
. détermination dépend de la Comr 
binaifon de la Propofée avec la 
, féconde de nos Refultantés feu- 
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Ument. Or comme l'un desDj. 

vifears de cette féconde Rclal- 
tànte.fçavoir celui qui lui etoit 
çommun\vec la première, a ece 
déiaexaminé,&aététrouveou 
fnTcile, ou dénotant des Points 
Doubles, il s'enfuit que dans la 

comparaifon que nous devons 
faire^lfuffira d'employer auheu 

de la féconde Réfultante fon 
fécond Divifeur feulement, c elt- 

à-dire,(^* + i*'* — ^^•/-r•^- 
^x^-^^.xx=o)• 
Qn peut donc d'abord conclure 
de-là qu'il y aura quatre Infle- 
xions dansla Courbe fituécs auX 
diftances \/z,,^ \/« de l'Origi- 
ne lorfque lesdeuxParabolcs {uu 

(««■+. i. 2i-t-^- «*+* — *^** 
^^a^xb. /»= ) fe rencontre- 
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«>nt du côté des ^ , & des u pofî- 

ttves , les Confiances m^^ h écanc 

fuppofées pofuivesdans i'pne & 

dans l'autre 5 & cela pourroit dé* 

ja fournir une conftru^îon facile 

des Inflexions cherchées. • 

• Pour les déterminer Algébri- 
quement on comparera en ef- 
Kt à la Propofée le Divifeur cî- 
ideiïas, & il viendra de -là les 
nouvelles Réfultantes ( xArrr: 

xaa bb ^ a\Jaa — ibb ) , 
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"^^yy^ 6bb ^ iVî. ^ 

cî*où il fuît que , fi z»:^ efl plus 
"petit que i^é., il n*y aura plus 
d'Inflexion de poflîble > que , a^ 
étant =::; 1 è^ , ou, /^ étant :zio , x, 
.Scj' feront m^ dans l'Inflexion, 
qui fera dans ces deux cas dou- 
ble , & placée dans un Point de 
Croix , 8c enfin que , fi /^^ eft 

Kkij 
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plus grand que xbb » les dlftan« 
ces des Inflexions à VOrigine ne 
feront encore pofllbies > ou réel* 

w& qu au cas que -^ — j- — loit 

44 «— %éidhb 

plus grand que , , — • con- 

dicîon qui peut fe réduire aifé^ 
mène par le Calcul à cet autre 
énonce plus fimple ... au cas que 
^/f foie plus petit que ^hb. 

Et quant aux dirediens des 
Inflexions, elles ne peuvent man« 
quer , ainfî que celtes de tous le^ 
autres Points Simples Singuliers , 
d'être réelles , même dans toutes 
les CourbeSt lorfque leurs dii^an* 
ces de l'Origine (oijt telles , puif- 
que les Coçffîcîçns des .Diffé- 
rentielles , $c par conféquenc la 
valeur de d^'^n àx tirée de la 
f remien DîfFereflicielle , ne peu*- 
vent contenir de quantités îmagî- 
naires fi ;c> & ^ font réelles > aufiï 
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bien que les Paramètres de \x 

Courbe. 

Rour conftruîre enfin les In- 
flexions que nous venons de dé- 
terminer on pourra fe fer vir 
des Jnterfe£lions de la Caflînoïde 
propofée avec une autre Caffinoï^ 
de Lemnifcate élevée verticale- 
ment [voy.Fig. 6 5) fur r Axe Ho- 
rizontal de la premi^ere ,& dont 
le Paramétre ( il eft aifé de voir 
que les Caflînoïdes Lemnifcates^ 
ne peuvent en avoir qu'un ) fera 
côte d'un Triangle Reàangle qui 
aura h pour Hypothenufe > car , 
fi Ton change y en x , & a* en jr 
dans le fecona Divifeur de la 
féconde Réïultante de la Page 
3 8 2 , ce Divifeur deviendra l'Ê- 
quation de la Caifinoïde Lemnif* 
cate dont nous parlons. 

Mais les dîredions de ces In- 
dexions feront parallèles ( voy. 
tag. 1 5 1 ) à la Droite qu'auroit 
pour Baze T Angle des Coordoo- 
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uées fi on Idî donnoîc pour Côtes 

des lignes Proportionnelles aux 
Coefficiens des deux Différences 
dans la première DifFerencielle , 
les valeurs de Xy&c de y propres 
auPoint Singulier ayant été pré- 
cédemment fubftituées en leur 
place dans cette Différentielle. • 
El de tout ce que nous avons 
dit ci-deffus ,Ott pourra conclure 
généralement i^ qtre , s étant 
=:^, la Courbe doit être une 
Lemnifcate {Fi^. 66. )} 2^. que > 
/ï étant plus petit oùe il>,lesdeu< 
Cœurs de ta Lemnifcate fe déta- 
chent l'un de Tautre pour for- 
mer deux Ovales (/*/§•• 67. ), lef- 
quelles vont toujours en fe râpe* 
tiffant jufqu'à cç que,i3^ étant =:^» 
elles fe changent en Points Con- 
juguésjou en Cercles à Rayon nul 
...&c, félon que nous Tavons fait 
voir plus haut , & c*eft là , pour 
"aînfî dire, le troîfîémeétat de, la 
CaiSnoïde ( F/>. 6 8.) > 5^ a de-e 
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Tenant plus grand que ^i les Ova- 
les recommencent à paroîire , & 
elles vont alors en s'agrandiflanc 
jufqu*à ce que,44 devenani;;m^^, 
deux de leursSomraets fe joignent 
de nouveau pour redonner la mê- 
me Lemnîfcate qu*on a trouvée 
dans le premier état, & c'eft ici le 
cinquième écat, où la Courbe eft 
entièrement fembiable à ce qu- 
elle étoit dans le premier > 4^. aa 
devenant plus grand que ihh , les 
Cœurs s'ouvrencpour ainfi dire, 
& commencent à former ( vor. 
Fig. 65 ) une Ovale à 4 Infle- 
xions. Ces Infléxions>qui font d'a- 
bord très-voifines du Centre , s*en 
éloignent peu à peu 5 fliais quand 
elles font parvenues à. la diflan- 

I 

ce i, j— de la Ligne des 

y^ce qui arrive lorfque sa m^^. 
* -H \/ ï r> ^ elles fe raprochent 

* Pour démontrer cette Propriété il faa» 
K K iiij 
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pont lôrs de cette Ligne contV- 

nuant toujours néanmoins à s'é- 
loigner de celle des x » & la 
Courbe parcourt ainfi fon fixié- 
me érat, jufqu'àce que, aa étanc 
devenu =:3^^ , les Inflexions fc 
joignent deux à deux pour for- 
mer dans les Sommets de la Lir 
gne des y deux Serpentemenç 
infiniment petits>ce qui peut êtrç 
regardé comme le feptiéme étap 
de la Courbe ( F/g. 70 ) 5 enfin , 
aa étant plus grand que ybh , la 
Courbe confcrve toujours à VœA 
la figure d'une Ovale pure , ou 
fans Inflexions jufqu'à ce que , /f 
étant infini, elle fe réduit au Syf- 
tême de deux Cercles l'un à 
Rayon réel & infini , & l'autre 
d'un Rayon qui feroic égal en 

droit traiter a comme variable dans la Va- 
leur trouvée ci-deffus pour xx convenable à 
riaâéxion , & fuppofer enfuite que x dut 
devenir un Maximum , ce qui, faifant dxm^ 
donneroit les valeurs que nous avons a(&- 
gnées. 
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quelque façon de quafitîcé aa 
premier , fuppofé qiril exiftâc , 
mais qui efl en effet imaginaire y 
ou impoflîble , & ce font là les 
deux derniers états par où la- 
Courbe peut paffer j car fi, au 
lieu d'augmenter toujours a. , on 
avoit au contraire augmenté h 
continuellement, on auroit trou- 
vé , mais dans un ordre ren verfé, 
les mêmes états que nous venons 
de parcourir. 

Or on peut voir par là que la 
Caffînoïde n'a pas été bien con- 
nue par ceux qui en ont parlé 
jufqu'ici , fi Ton en excepte ce- 
pendant rilluftre M. Gregory > 
( voy. Aftr. Phyf. & Geom. EUm. 

^^S' 3 3'- ^^^^» ^^ ^^^- ï-yiS , om 
bien Trmf.PhiL Sept. 1704.)^ 

V&S» 
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R E M A R QJJ H^ 

Oi hn établit U pojjibilité ^une 
Profriéfé des Courbes 4^nt il /& 
été parlé ci'dejfus ( Pag- 85,86), 
^ où hrt indique une Autre Pro^ 
pieté fort finguliere des Cajfmoi^ 
des LemnifcAteSw 

' Nous venons de faire roîr toiK- 
a-rheure que la Caffinoide dans 
fon huitième eut , où elle eft 
fufceptible d'une variété infinie 
de figures ,^n'avoît ni Inflexions 
réelles , ni Setpcmemem infi- 
jQÎment petits > c'eft-à-dire , que 
n'ayant point de Serpentemens 

* infiniment petits j elle ne pou voit 
cependant être rencontrée par 
aucune Droite en plus de deux 
Points réels. Orc'eft là précifé- 
ment cette Propriété que M. de 
Maupettuis a jugée impoflîbie 
dans les Courbes, & que nous 
avions promis ( F/$g. 8 6 ) de dé- 



montrer au contraire poffible paoP 
des exemples. 

Nous ne devons paînt non plus 
abandonner cette matière faos 
faire mention d'une Propriété 
fingulrere des Caflînoides Lem- 
nifcates qt^ç nous n'avons point 
jointe à la Théorie précédente, 
parce que fa démonftration eft en- 
tièrement indépendante des prin- 
cipes fur lefquels cette Théorie 
eft fondée. Cette raifon , & la 
crainte de paroître trop diflFus fe- 
ront même que nous nous con- 
tenterons é'ctk rapporter feule- 
ment renoncé > le voici. 

Sur deux Axes infinis , maïs 
dont la Différence des Quarrés 
fera=:4é^ ,foit imaginée conf- 
truite une ElUpfe infinie, & in- 
finiment approchante de îétat de 
Cercle , dam laquelle foient fup- 
pofés tirés une infinité de Dia- 
mètres qui foient deux à deux 
perpendiculaires l'un fur Tautrei 
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qu'on prenne fuçceflîvement 
chaque Paire de ces Diamètres 
perpendiculaires l'un fur l'autre 
pour les Axes de nouvelles EI- 
lipres femblablement infinies , & 
la Cafllnoide Lemnifcace, & finie 
qui aura pour Equation (jr4 ^x. 

XX -i- hh. yjf ■+■ XX — ihL XX ÎS » ) 
paflera par les Foyers de toutes 
les EUypfes infinies ainfi conl- 
truites. 

PROBLEME TROISÏE'ME 

Déterminer la nature , ^ la fitua- 
tion des Branehes Infiniei , é" àts 
Points Multiples des deux Cour- 
bes ex primées par ces Equations 

(y^ — 6ax — 8aa. yy-haaxx 
=0) > (x« — ayxx-hby ? =o). 

SOLUTION. 

Nous ne parlerons point ici des 
autres Propriétés de ces deux 



Courbes 9 parce que nous avons 
déjà JFaît dans les deux Problêmes 
précédens aJûTez d'applications des 
Régies qu'il faudroît employer 

Î>our les découvrir , & que d'ail- 
eurs elles ont été déjà démon-^^ 
vrécs par M* Saurin (vcy. Menu 
de PAçaâ. Roy. des Sciences deP^ris^ 
ann. ijiy.Pag. 59. <^ ah. lyi^^ 
( Pag. z 2 X. ). Nous nous en rapor- 
cerons même aux Calculs que ce 
fçavant Académicien doic avoir 
faits avant de fuppofer que ces 
deux Courbes ne pouvoient avoir 
dePointd-Infléxion,ainfî qu'il pa- 
roît l'avoir fuppofé en efFet/i l'on 
en juge par fes Figures que nous 
avons fuiyies { 'voy. Fiçr. 71,71.;. 
Les éranches Infinies dans 
Fune & l^autre de ces» Cour* 
be^ tendebc à devenir parallèles 
à l'une des Coordonnées ( voy. 
Pag. 42,43.) jelles ne peuvent être 
que Paraboliques , & elles onc 
pour Aflymptotes Courbes ( voy. 



U Régie dià PÀraâelogramme de M . 
Nn^ton ) les deux Equations ( f 
-— 6 tf x^^ •+ /•* jc*=: e> ), ou bîea 

l^jfs:^ 3Hh X >y 1. iix) , <iui a 
pour Lieu le Sydême de deux Pa« 
raboles Coniques à Paramètres 
ïéels & cous deux pofitifs , & ( x* 
èz;, — by^ ) qui eft à une troîfié- 
me Parabole Quarréç Quarrée â 
Paramètre négatif. Or il eft fa- 
cile de conclure de>là que les 
Brancjies de ces deux Courbes 
doiventprendrélesfiguresquileur 
ont été donaees { v.Fig. yoy 71). 
Que fi ces Equations fe fuffenç 
prefentées fous une forme diffe- 
rente,& par laquelle elles euffenc 
été rapportées à d*autres Ordon- 
nées , à ceUe^, par exemple , qui , 
en fuppqfant de 60 Degrés l'An- 
gle- des Coordonnées anciennes , 
rormeroient avec ces deux Coor- 
données anciennes un Triangle 
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Equilatérc , ce qui produîroît 

ces Equations ( «H-^ ^ — 6azé 
«^-+- ^* —jaauu--^ i éaauz — 
BaazzZizo ) , ( «Hh^* — /»/#. «-+-i* 
m^hu^r^o) y alors la première 
application de la Régie du Paral- 
lélogramme de M. Newton n'au- 
roic point fuffi pour difcerner 
la nature des Branches , & on aa^ 
roitpû fe fervir pour cet effet 
des Régies que nous avons tlon- 
nées ( Pag. 175. ) , félon lef- 

3 «elles , la Racine Quadruple 
u plus haut Rang Horizontal 
étant dans la première Courbe 
Racine Double du fécond Rang 
en defcendant , & n'y divifant 
pas le troîfiéme , & cette Racine 
ne divifant pas même le fécond 
Rang dans la féconde Courbe , 
on auroit tiré pour connoître 
TEfpecedeParalIblifme desJBran*^ 
ches les mêmes çondufîons que 
ci-deOTus* 



/ 
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Maïs pour découvrir (T les Pa- 
ramètres des Paraboles qui for- 
ment rAffymptote Courbe de la 
première des Propofées auroient 
dû être réels,ou imaginaires, pour 
déterminer leur Signe , ou leur 
quantité, comme auffi le Sîgne,& 
la quantité du Paramétre de fat 
parabole Quarrée Quarrée qui 
eft Aflymptote Courbe de la ic- 
c;onde Propofée ^V^^^ ^^ut cela 
H auroit été néceUaire ( vor. Pag. 
515. ) de rendre rOrdonnée 
des Propofées parallèle aux di- 
reAions des Branches Infinies, 
c'eft- à-dire , de transformer ces 
Equations de fsiçon à en faire naî- 
tre par cette Transformation 
d^autres qui enflent été de la for* 
me qu'a confiderée M. Saurin , 
& fur lefquelles on auroit fait 
les réflexions par où nous avons 
commencé. ' ^• 

Quant aux Points Multiples 
des deux Courbes, il n'y en a 

qu'un 



qu'un dam chacune d'elles ; îri 
{ont placés l'un & Tamre dans 
rOrJgine,a'mfi que le raanque- 
menc des Rang$ Horizontaux in- 
férieurs le fait aîfément connoî- 
tre ( Fs^.pi^^ X.) 5 celui de la pre- 
mière Courbe eft par la m'ème 
raifon Double , & celui de la f&* 
conde eft Triple > ils font tous 
<leux des Points d'Interfeélion > 

Îmifque les Rangs Horizontaux 
es plus bas n'ont dans les deux 
Courbes que des Racines réelles 
{Pag. 97 ) 5 enfin le Point Double 
de la première Courbe n'eft pas , 
comme il pourroit Têtre dans 
d'autres Courbes du même Or- 
dre y compliqué d'Inflexion , puit 
que le quatrième Rang en mon- 
t;int n'y peut avoir de Dïvifeur 
Commun avec le troifiéme. 

Mais il refte encore à dçter- 

miner fi les différentes Branches 

\de ces Points de- Croix deyronf 

tourna vers l'Origine des x Icuf 

Ll 



4^2 ' 

Convexité, on leur Concavité, 
d*où il pourroît naître de la va- 
riété ou dans la fituation du 
Point Double de la première 
Courbe (voy. Fig* 71. ) , ou dans 
la {îtuatTon,& dans la nature mê- 
me du Point Triple de la fécon- 
de (v oy. Fig.jx.}. 

Que fi nous n'avons point en- 
trepris une recherche femblable 
éès le fécond Problême , où il 
s'eft prefenté un Point de Croix 
compliqué de deux Inflexioj75> 
c^eft que cette complication a fait 

3ue les-deux Branches au fortir 
'un Cœur n'auroient pu s'bp- 
{)ofcr leurs Convexités fans que 
es Tangentes du Point de Croix 
culTent rencontré la Courbe en 
fix points , ce qui étoit împ&fEble» 
Or , pour venir à bout de dif* 
cerner les cas difièrens que cela 
peut produire , ri fuffira de cher- 
cher de quels Signes devront être 
les Paramètres des §omrtaets Pa- 
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^i^âboliqncs qiti compolerônt lln- 

terfedion propofée > ce qui fc 

pourrdit faire par la ftibfticutioû 

en entier de ;&H-z?^> &;/i/y en la pla- 
ce des deux Coordonnées, aprèslà- 
.quelle on détermineroit le raport 
^)p^r ion Jpfyiti$de à rendre nulle la 
•partieCoofeamedu CoeiHcJent de 
-la plus baffePuiflance de la nou- 
velle Ordonnée , & TEquation de 
la Parabole Ofculatriee { qui eft 
la feule chofe dont .nous ayons 
befoin ici ) fe.formercît de la 
partie ait là même Puiffance de 
rOrdonnée feroic multipliée par 
. rAbfcfffe Linéaire y&de celle oit 
iaPuiflance immédiatement Su- 
périeure, dé llOrdonnée aiiroft 
un CocfEcient:, Confiant. 

De plus cette; féconde partie 
de l'Equation de l'AfTymptote 
Courbe eft d'abord facile à eon^ 
HQÎtre par les Régies que nous 
avons données C E/$^^, 90.). 
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Et pour la première» (î Ton otv. 

fervece qui fe pafle dans laTranC- 
formation, de la Page 515 t on 
trouvera qu'elle doit comprendre 
tous les membres de la première 
DiflFerentïclIe où àx feroît affeffé 
d'une dimenfion feule d*Inco& 
nues, s*il s^agic d*un Pomt Dou- 
ble , de deux dimenfioas feule- 
ment , s'il s'aeît d'un Point Tri- 
ple ... &c 5 a où l^on conclucra 
3ue pour connoîtreleCoefficiem 
e j& dans le Terme en queftion 
de TEquatron de PAflTympcote il 
faudra i^. multiplier ie R.ang Ho- 
rizontal le pins bas par u élevé à 
tm expofant égal au fien — i, 
& le divifer enfuîte par ^, i^. 
fubfVituer par tout dans ce Rang 
ffy ifCmàl^ place dex,& de^» 
3*>. enfin le multiplier membre à 
membre, en commençant par les 
plus hautes PuifTancesde^^par les 
Termes de la Progreffion Arithr 
mécique 0,1 » 2> 3. > &c. 
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Ainfi dans la première de nos 

deux Courbes ce Coefficient de- 
viendra [ lA^n u) i Se isL Se- 
conde partie ci - deflus éeant 
( — 6 af^m^u^ J , rEqiïatîoil de 
la Parabole Ofculatrîce fera { ax. 
::zzim^u^) y dont tes Paramètres 
font pofïtifs même dans toutes tes 
fuppofitions poflîbles du rapport 
de ;/à/v> & ainfr ils ne peuvent 
manquer de Têcre dans lafuppoft- 
tion panrculiere que ce rapport 
convie«ne aux deux direâions du 
Point Double , c'cft-i* dire , que 
n foit '=z.x sj i.m. Or cela fait 
voir que les Concavités des deux 
Branches qui forment le Poin« 
Double de la prenjîere Courbe 
doivent fe tourner à la fois du 
coté pofitifpar rapporta la Li-». 
gne dc^ X. 

De même dans la féconde Cour- 
be la première. partie de TEqua-» 
tion de la Parabole Ofculacrice 



Pairesr de Branches qiH rampem 
à leurs côtés. Poar cec efièt je £aîs 
d'abord la (ubfticiuioD générale 
de II--H ^ à la place dejr , ou bien 
je fais par le moyen des DifFe<> 
rentiations celle de ^ -f- djr à la 

{)lace de y, laquelle reprefente 
a première i je détermine enfuite 
q,o\idy par fon Aptitude à faire 
manquer la partie Coudante da 
Coefficient de at >ou, ce qui eft 
la même chofe,par fon Aptitude à 
porter rOrigine dans Tp-ne des 
deux AiTymptoces parallèles >& 
cela donne (^ ^oudyin -4- x/g). 

Je multiplie outre cela par cette 
valeur le Coefficienrde x dans la 
Propofee, ledîvifant de plus par 
^ , & le multipliant encore de bas 
en haut par les Termes de la Pro^ 
greflîon Arithmétique (0^1,1), 

ce qui produit j+1 * \/^- 7 pour 
Coefficient de x dans l'Equation 
de TAfTymptote Courbe. Enfîa 

TauCvrê 
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P^âqtre Terme de rEquatîon dé 
trette Affymptote étant ( edj^^d)^ 
ç*eftà.dirc, -4- ^J— i) la Puif- 
fance de TA {TymptoteCourbe de- 
viendra généralement {j -+^A, )• 
Or de ces deux valeurs il y en a 
une qui fefte perpétuellement 
J)6(îcîve, mais Tautre eft ou po- 
iîtîve, ou négative , félon que cee 
ed plus grand , ou plus petit que 
dd. Donc dans le premier cas la 
Courbe doit être telle qu'on la 
voit (i^;e"'4S;, c*eft-à-dire, que fcs 
Acux Affymptotes Parallèles doi- 
vent êt^re pofées femblablement 
par rapport à leurs Branches de 
Cou rbe, & dans le fécond elle doit 
reffembler a çelledelaFîgure49, 
où les deux Affymptotes font po- 
fées d'une manière contraire Tune 
^ raùtré par raport aux Branches 
qui leur appartiennent. Auflî 
cette condition revient - elle à 

Mm 



4XO 

eelfe J!|ta'a affigoée plus fimple- 
ment M. NcNFton pour ce cas 
particulier , ce qui pourtant n'em- 
pêche pas que dans les cas diffici* 
les notreMcthôde ne (oit plus fim- 
pie que les autres qu'on pourroit 
employer au même ufage. 

Que fi malgré cela nous avons 
diflFcré à la donner jufqu a ce 

Îiue ce Problême nous en eût pré- 
enté Toccafion , cela vient de 
ce que nous n'avions point jugé 
a propos ci'deflus {P/ig. 1 4 1^ 1 71.) 
de faire deux Efpeces de^Points 
desFig.i6,45,& des Branches des 
tig, 40, 49 } c*eft ce qui fait aufli 
que nous ne nous étendrons pas 
ici fur les difficultés qui pour- 
roîent fe préfencer dans Tufage 
de ces Règles en certains cas par- 
ticuliers, & aufquellês nous efpe- 
rons qu'après tout ce qui a été 
dit ci-deiïiis le Leâeur pourra 
fuppléer fans peine. 
Ëtnpuspenfons de même qu'il 
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I cft pfefqtf mutile d'obferver qviet 

lorrG[UiS:.a' s'anéancit dans la fe-^ 
I oondcidcs Propofées de ce Problê- 
j me , fOriginé dok devenir ua 
, Lemnifceros infiaimenc pecic 
I dans la Direâ:iop des Xy TEqua-* 

tion fake du quatrième Kaiig ea 

^ monjcant venant pour lors à avoir 

. £es t^coisL Racines ^ale$ à zéro» 

âLla Courbe fe changeant en la 
^ iecotide Paraibple Quarrée Quar«' 

rée. 

PROBLEME QUATRIE^ME. 

Jttétcrmner les Propriétés princrpor 
ks des Ligf^s de P Ordre n, dt)nf 
rE^uation peut être renfermée 
da,ns la, Formule fuùva^nte (y:=z 
a +-hx Hr ex» -+. cx^ . . . . -H 

Ces Lignes qitî fomt les mêmes 
que M. Newton a nommées de 
Genre Parabolique, & de ladef- 
cription defqueltes il s'eft fervi 

Mmij 
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pour rinterpolation des Séries ; 
rApproximatîon des Quadratu- 
res , & les autres Problème qui 
d(épen,denc de ces deux -là * ne 
peuvent d'abord avoir pour Af- 
fymptote Courbe (v. Psg.1^9) 
mie la Parabole ^ = ^x '), la- 
quelle félon que ;^ fera un nom- 
bre pair , ou impair reflemblera 
défigure {voy. Pag.^i)^ ou à la 
parabole Conique , ou à la prc* 
jxiiere Parabole Cubique. 

En fécond lieu on ne peut con- 
cevoir dans ce Syftêmc aucun 
Point Multiple , parce que le 
Coefficient de dy dans la première 
Différentielle ne peut jamais de- 
venir nul ( Pag. X 5 9 ) > & pat 
ISL même raifon on n*y peut con- 
cevoir non plus de Tangente pa- 
rallèle aux y , ou aux dernières 
diredions des Branches { Pag. 
1 5 6 ) > mais il s*en trouvera de 
parallèles aux AT toutes les fois- 

« Voyez Ne^i^t. Method. Di£ 
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que rEquation {y — a — hx — c)i^ 
• ,..& — ;)»\v"== p) aura des Ra- 
cines égales ,c'eft-à- dire > dans 
tontes les diftances marquées par 
cette Equation déterminée [b + 
ita: •+• 3 (?x * . . . . •+• ffpx''' ' rz o ) 

Il ne peut donc y avoir dans 
cet Fxemple de difficile à déter- 
terminer par nos Méthodes que 
les Points Singuliers, & auffi ne 
Pavons-nous placé ici par préfé- 
rence à d'autres qu'à caufe qu'il 
renferme une difficulté particu- 
lière qui pourra fe préfenter 
3uelquefoîs lorsqu'on fe fervira 
e nos Règles pour faire la re- 
cherche de Points pareils, & qui, 
il elle n etoit levée , porteroic 
peut-êc-re mal à propos à croire 
que ces Règles leroient înfuffi- 
fautes dans les cas en queilion. 
En effet , la Méthode que nous 
avons donnée plus haut pour 

Mm iij 
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trouver les Points Singuliers pref- 

crivanc d'égaler Tune à l'autre les 
valeurs de d^ endA: qui provien* 
dront des difFeremes Differeiï- 
tielles prifes à notre manière , îl 
ne paroîc pas d'abord qu'elle 
puiffe être employée lorfque tou- 
tes les DifFerentiellcs fuperieurcs | 
à la première ne contiendront | 
point d^, & qu*ainfî elles ne pour- 
ront faire connoître la valeur de 
dy en dx , ce qui arrive effeélt- / 
vement dans l'exemple préfent. 

Pour lever cette difficulté je re^ ( 
marquée qu*on n'a fuppofé dans la 
recherche des Points Singuliers 
un Divifeur Commun aux pre- 
mières DifFerentiellcs prîfes à no- 
tre manière qu*entant que ces 
DifFerentiellcs reprefentoient les 
premiers Rangs inférieurs de la 
Transformée ou l'Origine auroît 
été placée dans le Point Singu- 
lier , lefquels Rangs auroîent du 
en e£Pet s'anéantir à la fois dans 
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cette Transformée par une même 

valeur dc0 en e : mais , fi entre 

ces Rangs quelques-uns avoient 

manqué en entier ^ & eflentielle- 

saient dans la Transformée > à 

plus forte raifon auroit - on pu 

dire qu^ls auroient dû être nul$ 

dans la fuppoficion de la valeur 

de ^ en z^ qui auroit anéanti 

les autres. Donc auflî>lorfqu'une 

des Diâerencielles ne contiendra 

point d)^ , elle pourra cependant 

ii'endéfîgner pas moins un Point 

Singulier,&:elle ledéfîgneraen^* 

fet dans la fuppofition qui anéàiî* 

tira le feul Coefficient qui pourra 

lui refter. 

Par conféquent dans les cas 

dont il eft queftion maintenant 

il faudra pour trouver les Points 

jd 'Inflexion ordinaires fuppofer 

z=zo le Coefficient de dx* dans h 

féconde DiflFeréntielle , .& cette 

fuppofition combinée avec TE^ 

quation propofée portera açi 

Mm iiij 
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Point cherché , dont on détermi- 
nera enfuitc la diredion en fub- 
ftîcuant dans la première DifFe- 
renticlle les valeurs dc^, & de x 
propres à ce Point. 

De même pour trouver les 
Serpentemens infiniment petits 
ordinaires il faudra faire à la 
fois rzr G dans la Somtirte des Dif- 
férentielles léCoefficîent de dxV 
& celui dd dx^ y &c ces fuppofi- 
tions étant enfuite combinées 
avec la Propofée donneront des 
;;^«kurs de ^ , & de a: propres au 
Point cherché, & une condition 
de fon exiftence .... &c. 

Et il eft fenfîble que les Rè- 
gles que nous venons de donner 
en dernier lieu fe trouveront 
toujours renfermées dans la Mé- 
thode générale démontrée ci- 
deflus , pourvu qu'on lui donne 
pour énoncé > qu'il faut pour 
trouver le5 Points Singuliers dif- 
férents fuppofer à la rois = o les 
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dîfFerentes premières Difreren- 
tîelles prifes à notre manière } 
car une Equation n'eft pas moins 
rendue vraie en fuppofanc nuls 
tous fes CoefEciens , qu*en fup-^ 
pofant véritable la valeur de fon 
Indéterminée tirée de fa réfolu- 
tîon. 

Revenant^'a préfent à l'Exemple 
propofé , fi Ton veut d'abord que 
Ion Equation ne foit que du troî- 
iîéme Ordre, il n'y aura qu'une 
inflexion dans la Courbe , mais 
il y en aura néceffairement unej 
la valeur de x qui lui convien- 
dra fe tirera du Coefficient de 

Ax"^ égalé à zéro > & elle fera 

( X =— ^ ) 5 celle de y fera par 

conlequent {y=:a — ^ — -^- — '^ 

enfin fi l'on tranfportoit 1 Ori- 
gine dans ce Point {Pag. 136 )> 
& qu'on rendît les Abfciffes pa- 
rallèles à fa direâion {Pag.} 14)1^ 
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iinakroît de ces Transforma* 
tions une Equacîon de cette for- 
me {y=zax^ ), ce qui prouve 
Sue la Courbe propofée étoic 
ans ce premier cas la première 
Parabole Cubique elle-même. 
Mais, fi la Propofée étoit fup- 

{>ofée du quatrième Ordre, les va- 
eurs de X convenables à fes In- 
flexions feroient données par les 
Racines de cette Equation ( 6fx* 
-4-}rAr-+-^i=(? ) , & comme cette 
deroiereEquationdoit avoir deux 
Racines égales lorfquef^tf =:6^/> 

ou que ^eezizScfj auquel cas elle 
fe réduit à ( 4fx^e=z o) , il s'en- 
fuît fans autre démonftratîon 
que , fi ^ee=zScfi la Courbe aura 
un Serpentement infiniment pe- 
tit déterminé par l'Equation ( 4,fx 
.4.i?=:(?),ainfiqu^on Tauroit trou- 
vé en eflPet en faifant zzzo le Coefc 

fidentded>r^ 5 fî 5^feft plus grand 
queS/:/, elle aura deux Infié- 
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:xic>n$ 1 &^ fi yeeeîk plus petic qw 
S ^ etLe n'aura plus ni InAéx'ion^ 
,iîi Serpencemefit , enforte qu'elle 
^e différera à roeil <le la Parabo- 
le ordinaire qo'ejQ ce quelle fe- • 
ra vers le Sommet beaucoup plus 
applacie>& voilà encore contre 
1^. de Maupertui^ un exemple» 
x>u plutôt une infinité d'exemples 
X car chacune des Equations ren- 
ferméeSïdans la Formurleci dcfTos 
en pourroiem fournir un ,i TeîC- 
çeption de la feule Parabole Cn^ 
bique), voilà,di,s-}e, une infinité de 
nouveaux exemples de Courbes 
-qui, fans qu'elles ayentdeSerpen- 
tement , ne peuvent néanmoins 
être rencontrées par des Droites 
en autantde points réels que TExs- 
pofant de leur Equation contienjc 
aunîtés. 

Déplus on petit conclure eo' 
gênerai de ce que nous venons de 
dire fur la Formule ci-deffus que 
les Courbes qu'elles défignent 
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peu vent avoir jufaa'à» — i Inflé^ 
xions,&pârconfequent4-.» — i, 
Sinuoficés , entre lefquelles les 
unes pcuvedc s'évanôûir tout-à- 
fait , d'autres devenir infiniment 
petites , & former un Serpente- 
ment 5 & fi cela arrive à la fois 
à deux , trois , quatre:Sinuofîcés 
voifines. . . &c, il en naîtra des In- 
flexions , & des Serpentemens de 
tous les Ordres. En un mot la 
fuite unique d'Ordonnées expri- 
mée par cette Formule pouvant 
pafier par des états de grandeur , 
& de petitefle variés de toutes les 
façons imaginables , il fuit de 
cela feul qu'il eft toujours pof- 
fible de faire paffer par autant de 
points , & par de tels points qu'on 
voudra une Courbe de ce genre, 
ainfî que M. Newton en adonné 
«n effet les moyens. 
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PROBLEME CINQUIE^ME. 

jFé$ire les Divifions générales de^, 

Lignis àuftconi , ^ au traifié^ 

fne Ordre , ^ indiquer des mojent 

four en faire d^ analogues dans 

les Ordres plus élevés. 

La folutîon de ce Problême, par 
lequel nous finirons cetOuvrage» 
fuppofe en quelque manière une 
Propofition qui a écédéja prou véc 
par differens Géomètres i & que 
nous pourrions en ronféquence 
jfous abftenir de démontrer ici , 
renvoyant le Leéleur aux preu- 
ves que ces Auteurs en ont dpn^ 
nées. Comme néanmoins cette 
Propofition a ufl rapport immé- 
diat à ta matière que nous aU 
Ions traiter, que d- ailleurs elle 
cft dune grande gçneraUcé, & 
quVniin les n^oyens que nous 
pouvons employer pour la dé- 
montrer font nouveaux^ & tirés 
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éb U fîmpk Analyfe de DeC« 
cartes » nous croyons par ces 
vaifoos qu'on ne defaprouveni 
point que nous Ta placfions ici 
en forme de Lemme. 

L E M M E 

Toute Bp^wbe de Courte doit ou /r- 

. venir, fur une de celles qui lui 

Jont Conjuguées d^us le Sjfième 

suquet elle spfdteient » comme 

font ^f0r exemple^ les Rr Anches 

du Cerckf ér de t^EUyp/e^ ou bieu 

miroir un cours infini 9 co^ime celles 

delà Psr^ole » ^ de PHjf créole. 

DEMONSTHAnON. 

Pour fe détnofrtrcr cette Pro- 
pofidon on fe rappellera 'd'abord 
qu^unc Equation quelconque ne 
peut avoir qu*uti no^mbre pair de 
Racines tmaginâires^dc en fécond 
lieu on remarquera qu« deux 
Racines d^nne Equationr îndécer*-^ 



miixêe > qoî, ayant été réeltes juf^ 
<][iï'à un certain point de TAxe 
de la Courbe qui eft le Lieu de 
cette Equaùon , deviennent ima?- 
ginaires au-delà dé ce point doi« 
vent être dans ce point ou toutes 
deux nulles , ou toutes deux in^ 
iînies , ou égales entr'elles. 

Cela vient de ce que ces deux 
Racines ne devlennenc imagi- 
naires au-delà du point en ques- 
tion qu'à caufe qu'une quantité 
qui entre dans leur expreflîoii 
commune fous un Signe Radical 
pair, devient négative croiflànte 
de pofîcive décroisante qu'elle 
étoit auparavant , & de ce que 
le paffage de cette quantité duPo- 
iîtif croiflànt au Négatif décruif- 
fant ne peut fe faire que par zé- 
ro i d'où il fuit que , fi leSigne 
Radical pair faifoit feu! le Nume* 
rateur de l'exprefiion de ces deux 
Racines réduites s'il le falloit en 
Fradions > ainfi que toute quan- 



<|aimké peut sV réduire ^ pour 
lors elles oevienaroîent à la fois 
égales à zéro au point de leur 
.paflaee du Réel à rimaginaire : 
de même , fi le Signe Radical 
pair faifoic feul le Dénominateur 
de leur expreflîon , elles de« 
vroienc dans ce paffage être à la 
fois infinies » & enfin a le Numé- 
rateur , DU le Dénominateur de 
leur expreflîon concenoit le Si- 
gne Radical pair ajouté à autre 
chofe, ou fouftrait d'autre chofe» 
dans ces deux derniers cas le paf* 
faee dont nous parlons ne pour- 
roi t fe faire que par Tégalicé de 
ces deux Racines. 

Or , comme dans toute Bran- 
che de Courbe qui , s'il étoît pof- 
iîble , ne revicndroic point fur 
Tune de fes Conjuguées , & qui 
Xi'auroic point d'ailleurs un cours 
Infini , ou , ce qui eft la même 
chofe , dont le cours feroir bruf- 
quement interrompu > même fans 

Point 
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Point deRebrouflementjComme» 

dis-je , dans de telles Branches , 
fi elles pouvoient avoir lieu dans 
les Courbes , des fuîtes d'Ordon- 
nées qui y feroienc terminées 
paHeroient du Réel à lîlmagînaî^ 
re j de l*état d^exîftence à celui 
de non exîftence, fans être néan-* 
moins dans, ce paiïage ou toutes 
deux nulles , ou toutes deux infi- 
nies , ou égales entr'elles, ceta 
prouve qu'on ne peut concevoir 
de Branche de Courbe qui con- 
tinuée ou bien ne revienne fiir 
Vixnedc/esConJugfiées.onhkn n'ait 
un cours infini , ou ,^ iî Ton aime 
mieux l'énoncé fuivant ,que tout 
point dcCourbe^auquel une Or- 
donnée qui avoit;)ufqu'alors exif- 
|é commence à n'exifter plus, 
doit nécéffairement ou être d'une 
4ireâion coïncidente avec celle 
de cette Ordonnée^ ou bien être 
Multiple > ou bien enfin fe perdre 
d^jftsj'iafîoi^ , 
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SOtUTIOK DU PROBLÏM.R 

La Formule que conticQc le 
Triangle Algébrique de la Fig. 4» 
& qui rcprél me , ainfi qu'on Ta 
fait vair plus haut (voy. Pag. x8), 
l'Equation la plus générale du 
troifiéme Degré reprefcnte ira auffi 
parla mcmeraifoo PEquation la 
plus générale du fécond Degré 
fi l'on fuppofe qo^il lui manque 
le plus haut de fes Rangs Hori. 
zoncaux» en forte qu'il ne lui en 
xeikc plus que trois fçavoir Sytj 

4- ex, ef -\rfxy '^gx\ 

Or , pour commencer par les 
divifîons des Lignes du fécond 
Degré > le plus haut des trois 
Rangs que nous venons de ra- 
porter pourra » fi Ton en fait une 
Ëquation particulière » avoir ou 
deux Racines réelles & égales, ou 
deux Racines réelles & inégales » 
ou bien enfin deux Racines ima- 
gin aires. 

Dans le premier cas 1 fi le Dt^ 
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vîfcnr Double du premier Rang 

divife encore le fécond len del^ 
cendant , alors faifane paiTi^r i^e 
iroîfiéaie Rang , c'èft-à-dire , U 
.parcie toute Conflaiitç du der- 
nier Terme de l'autre côté du 
Signe d'Egalité ,, & ajo^iam d« 
.parc & d'autre le Qiiarré de U 
moitié du Quotient i}u'oa trou*- 
vera endivifancile Coefficient du 
Divifeur en queftion dans le fe^ 
xond Rang par le Coefficient qui 
dans le i^^Rang multiplie leQuari- 
jédecemcnoeDivifeur.onviehdra 
à bout par ce moyende changerU 
Propofée en une Egalité de deux 
jQuarrés » de plus,, fi Ion tire 
les Racines de ces deux Quarrés* 
la Propofée fe décompofera^enfio 
en deux Equations de. Droites^ 
4dbnt les dtredions feront «écef^ 
îfaîrèmeot réelles , mais dont le* 
diftances à TOrigine pourront 
être ou réelles , ou imaginaires./ 
Que file Divifeur Double da 
Kn i) 
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plus haut Rang ne divîfoîc point 
le fecond^Rang , en ce cas ( Pag. 
1 67- ) les Branches du Lieu de 
la Propoféc devroienc être Para- 
i>oltques , & comme ce Divifeor 
me fçaurok être Divifeur Triple 
dfa premier Rang , puifquc par 
rhypothefe.le premier Rang ne 
jfcut'former qu'une Equation du 
iécond Degré , il fuit déjà de-là 
(P/IÇ-I68) que le Parabolifme 
des Branches ne peut être que 
du premier Ordre, ou , ce qui 
feft la même chofe, que fî la Pro- 
poC^ n*avok point en effet pour 
LiiBti une Parabole ordinaire, ou 
Gonîquc , au moins les Branthes 
de fon Lieu devroient .êcre né- 
treflTairement de l*efpecede celles 
delà Parabole Conique,^ dont TE- 
quatî<&i) éft s comme on fçait , de 
cérce' forme [ytzzpkx'-)- 

Mafs,pour mieux connoîcre en- 
core quel eft dans ce cas le Lieu 
de la Propofée , qu*on chaôge la 
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dircftîon de l^une de (es Coor-^ 

données {Pag^ îi4)j <1c façon 
que cette G)ordonnée devienne 
parallèle à la dernière d^rcdion 
des Branches Infinies qui doivent 
fe trouver dans le Lieu cherché, 
&IaTransformée aura néccffaire- 
ment cette forme ( hy'+'gx' -^cx 
•+./fr=t?))de plusjfi l'on tranfporte 
rOrigine dans le Sommet de la 
Ligne desj^ , c*eft-à-dire , à la di- 
ftance f de TOrigine ancienne, & 
qu*ayant rendu quelconque la fi- 
tuaiion des x on détermine {Pag<. 
316) leur dîréftion nouvelle par 
fon J^pittxde à faire manquer la 
partie du dernier T^rme oii Tln- 
conuë nouvelle pourroît avqir un 
Oxfficicn^t Confiant, onparvien.- 
dra de cette trianiere à la forme 
furvante {hyzazgx'^ )> & cette ï- 
quation fera au Diamètre qui 
pafTera par l'Origine ancienne^ 
&à la fuite d'Ordonnées dont U 
icra en eflPet Diamètre^ 
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Ec on feroic parvena à une 
forme fetnblabie (l > après avoir 
trouvé la Transformée {^^-t-^x* 
•4-'^x«4-^=^)> on avait tranf por- 
té rOrigine dans un point qiœl* 
conque , & qu'on eue décern^iné 
{Pag. 1520 djp»&dx,oubien5r, 
^f par leur Aptitude à faire man« 

2uer les deux deraieres parties 
u dernier Terme de la Tranf- 
formée : mais cette Equation le« 
roit alors au Diamètre àçs x 
mêmes > lequel peut être bien dif- 
ferent de celui qui pafFeroit par 
rOrigîne ancienne. 

Enfin, fi l^on changeoh ckns la 
première Transformée la direc- 
tion àc% X y qu'on tranfportât 
en nrcme tems TOrigine dans uo 
point quelconque , qu*^on déter- 
minât enfuite de la façon que 
nous venons de te prefcrlre tout- 
à- l'heure deux des trois Indéter- 
minées que ces Transformations 
iocrodttiroient > & que la troî* 
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fi^me an la déterminât encore 

.par fon Aftmie à rendre Droit 

:r Angle des Coordpnnécs noii- 

.^elles, cela donaeroit rEquatioa 

à TAxe même de la- Parabole 

.propoféc» 

Pour le fécond &t% cas que 

nous avîops difting^oé ci-defus , 

il cft d*abord évident que la 

Courbe qui y répond doit avoir 

quatre Brî||pches Hyperbolique^ 

.& deux Àffymptotes Droites^ 

{Tag.ib 1,15) 3)5 ^e plus, fi le pltis 

liaut Rang eft divifible par le fe* 

cond , rOrigîne fera placée dans 

une ^t% Aflymptotes,& elle le 

:iera dans les deux à la fois fi le fe^ 

cond Rang manque en entier/t 

enfin , fi , Pune de ces chofes arri^ 

Tant y le dernier Rang , ou le 

membre Confiant manquoit enr 

core dans la Propofée , le Lieçi 

tdeviendroit le Svftême de deux 

X)roît€s., ce qui arriveroh encore 

fi la Propofec ^voit un pivifeur 

quelconque. 
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Et CiVon changeoit à la fois Ia<& 

redion des deux Coordonnées 
( Pag. 338 ), qu^on craDfportâc 
encore i'Orîgine dans un poitic 
quelconque , & qu'on décerminâc 
les quatre Indéterminées que 
cela introduîroît par leur Aptitu- 
de foit à reûdre les Coordonnées 
nouvelles parallèles chacune i 
une Affymptote , foh à placer 
rOrigrne nouvelle d%ns le con- 
cours des deux Affymptotes ( ces 
deux chofes font toujours poflr- 
bles > puifqu'on a vô que dans te 
cas prefent le Lieu de laPropofée 
devoît avoir quatre Branches Hy- 
perboliques) ,par là on pourrok 
Tenir à bout de faire manquer 
tlans la Transformée les mem- 
bres ey"^ > ^x * , & èy^ ix , de forte 
<ju'elle prendroit cette forme 
ifxy •+• 4 =1 o ) , & cela prouve 
que le Lieu de la Propotée ne 
peut être en ce cas qu'une Hy- 
perbole Coni que» 
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' Que fi c^écoic par l*sProprîe- 
f es des Diarfiécres , ou dies Axçi 
•q^u'ofi voulût s'afltirer fi le Lied 
•de la Propofée fçrok cri eiFec une 
iiyperbole Conique , alors on 
çourroit commencer par tranf- 
porter l'Origine dans le Centre 
^u Lieu (ce qui fe feroît en fubfti- 
-tuanc à la place de dx^icdc dv dam 
4a Somme des DifFerenciellés le$ 
valeurs qui ont été affignées à la, 
Page II pour Vx^iciy convena- 
bles au Centre General ) , & ceU 
feroic manquer d'abord le fécond 
^ H^ ng de la Tra hsfor mée. 
[ On rendroît de plus quelcdn* 

' que la fituarion de Tune des Coor- 
[ jloonées , pour en déterminer en- 
( iuice la direiSlion nouvelle par foq 
jiptitude àiaire manauer dans la 
^Transformée le memore où pour* 
i-oît être le Produit de fes deux 
Coordonnées , & cela conduiroic 
à l'Equation du Diamètre de Tune 
des Cpojcdonnées anciennes. 

Oo 
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. Ou bHcn on rcndrèk i lâ^TOÎs 
quelconiques les ficuations des 
deux Coordonnées , & ayant dé'- 
terminé de- la façon <}uc nous ve- 
nons dédire rune des deux Ih^ 
décerminées que cela îmroduiroîc 
dans la Transformée , ûta décer^ 
inineroit Tautre par fnn Aftituât 
à rendre Droit l'Angle èti CooFk 
données nouvêlles,«Bc on parviens 
droit ainfi à l-EquatioB des Axes 
d'une Hypertx)lc , qui , Jôrfquê 
dans cette Ëquation les Quarréi 
des déu)c Incôtanftes devroient 
avoir le mêitiis Coeâcieht > de^ 
viendrait EquiUterc. 
. £t quant au troifiéme cas qtm 
npus avons diftingué plus hauti 
jBc où il n'y a plus de Branchci 
JnBnies de pombles , employant 
dans ce cas la même Méthode 
dont noui venons ^de nous fer^ 
vîr en dernier lieu pour l'Hyper^ 
bole> on s'afliireroit par les Pro- 
priétés d^s Diamètres ^ ou da 
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1 Axes qn^îl ne peut compfendré 

<^ue des Ellyprcs ordîiiaires , où 
1' bien deS Cercles. 
5^ Or cts Vivifions <!es Lignes du 

ïecbttd Ordre étant faites, fi Ton 
i ^éterminoit de plus, comme il k^ 
i foit àîfé de le faire , Jà grandeur 
I nàes Akes , là ïîtuation , & les Pro- 
i prietés des Foyers , • . &c j qu'orl 
i fapttidt encore, & ^uon appli- 
! -quât ici ce que nous avons die 
I { Pa^. 151) fur les Tangentes, & 
( {P^g- 106 (jrfuiv.)(or les Onibres 

•ou leSirVoiedionsdesCourbcsique 

Î^)â'r là conrroiffance du Sinus dé 
* Angle que font les Diamètres 
I Tuf leurs Ordonnées on démon* 
irâc la belle Proportion de Tégai 
!ité de tbus tes Parallelogi-àmmes 
InFcrits dans rEllypfe, ou cir- 
contcrits i THyperbole avec It 
^eftanglc d^s Axes die ces deux 
Sections . • , . &c ; qu'en égalant 
ié fécond Terme d*une Equation 
Hi'e THyperboic avec le fécond 

Oo îj 
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Terme du Produit des Equatiopi 

de Ces deux Affymptotes on dç- 
montrât pareillement les Proprié- 
tés principales de cette Courbe 
raportéeà fes Affymptotesjqu'enn 
fin on tirât de-là quelques Corel*- 
laires très-finiples , il en réfulte- 
roit en peu de Pages un Traité^ 
des Serions Coniques aflez com-. 
plet,& plus Analytique que ceux 
qui ont paru jufqu'à préfenr. 

Eç on remarquera en paffanc 
que la Méthode que nous venons 
d'indiquer pour démontrer lc$ 
Propriétés de l'Hyperbole çonfi- 
derée par raport aux Àffympto^ 
tes pourroit fervir auffi à démpn^ 
trer dans les Ordres fuperîeurç 
îes Propriétés , pour ainfî dire, 
Affymptotiques que M. Newto^j 
a annoncées pour le troifiéme Or- 
dre dans TArt. %. du Paragr, ù 
de fon Enumeratîon. 

Qiiant^ux Dîvifions générales 
des Lignes du troifiéme Ordrç^ 



Svànt d'eiit reprendre de les faire 
il faut d'abord obferver que , (î 
le plus haut Rang d'une Equa- 
tion quelconque du troifiéme 
Degré étant lui-même réduit eu 
Equation n'a point trois Racines 
. légales, il en aura néceflairemenÉ 
une réelle qui ne -pourra être 
égale à aucune des deux autres , 
& qui défîgnera par conféqiient 
clans la Courbe ( Pag. 163,215) 
deux Brafiches Hyperboliques , 
iqui appartiendront à une Affym- 
|)tote Simple- 
Or, fi l'on change là fîtuatîoft 
désordonnées , de façon que les 
Ordonnées nouvelles deviennent 
parallèles à une Aflymptote dé- 
signée par une Racine pareille, 
& qu'on porte de plus l'Origine 
dans cette Affymptotemême , U 
reculant, ou l'avançant fur la Li- 
gne des X autant qu'il fera nécef- 
îaire pour cela , par ces deux 
^Transformations on fera d'abord 
O o iij 



injinquer dans la Tratuformecr 
Jes membrçs où le Cube , & le 
Quarre de fon Ordonnée au** 
foienc pu fe trouver avec des 
Coçfficiçns Çonftans. 

De plus , fi Ton reod qucleon-? 
Cjue la fîtuatîon dts x , qu*oa 
porte rOrîgine dans un point 
quelconque de l'Affymptote , Se 
qu'on détermine enfuîte les deu3p 
indéterminées que cela intro- 
duira par leur Aptitude 4 faire 
difparoitre de la Transformée les 
membres où le Quarré de foa 
Ordonnée , Ç: cette Q^rdoçtpéfc 
çlie • mçnie , feroient mulûpHés 
par Içur Abfcifle Linéaire > ox^ 
changera de cette façon 1^ Pro- 
pafée ep une Equation de cett«t 
forme ( xyy^ ^eyr=^ax^ -t-^x* -fc* 
f j^ H- i ) , qui eft en effet celle 
que M. Ne\?ton a donnée à fon 
premier cas gênerai , & dans la-- 
quelle, ainfi que Ta remarqué ca 
gi:a,nd Géomètre, rOrdonoée |- i 



t^Afiymptotë d'une RfptSoU 
Conique eft ^gstle à la Sammo l 
ou à k DiiFerence àes deux Or- 
doQuées du Lieu i de façon que 
cecce Hyperbole Conique ^Ue- 
tnême doit faire ks fonékions d« 
£>iamécre par rapori à la fuirt 
porfiauliere d'Ordonnées à la- 
quelle la Ligne du troifîéme Or* 
îlre e(t maintei^^nt raportée. 

Mais dans cette Fornitile , ok 
-î'expreffion de la premîçre Raci- 
pe du plus haut R^ng Horizon- 
"tâl eft devenue égale i zéro , les 
ideuTC autres Racines de ce Rang 
peuvent être ou réelles & inéga- 
les, ou bien imaginaires» ou bien 
*nfin réelles & égales , ce qui pro- 
<luit trois Subdivisons analogues 

aux Divifions que nous avons dé- 
jà faites des Sedions Coniques > 

mais dans lefquelles nous fuir 
^vons un Ordre différent pour 

nous conformer à celui que M. 
iN^Wtoû a obferv^. 

Oouij 
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a * ta première Subdivîfîon,3dm 

|a <:oadition eft que a foit un 
nombre poficif , comprend cous 
les Syftcmes poffibles des Hyper- 
boles que M.Nevton a nommées 
Redundantes > parce qu'ayanr 
trois Affymptotes Droites elles 
en ont une de plus que THyper- 
l>ole Conique. 

Et puifqa'il peut fe faire dans 
cette Subdivifion, ainfi que nous 
J*avons prouvé plus haut ( P^^. 
.315), pu que les trpis fuites 
d'Ordonnées parallèles aux trois 
AflTympotes n'ayent point de Dia- 
mètre Reûilîgnc , ou bien que 
Tune de ces fuites feulement aye 
un Diamètre . pareil , ou bieçi 
enfin que les trois fuites en ayenc 
,à la fois , & cela dans les eondi- 
^tions précifesque nous avons dé- 
jà déterminées, on peut tirer de- 
Hune Subdivifîon nouvelle ea 
^troîs Genres Inférieurs, 

D'ailleurs comme, eij fuppo'-f 



tant le pïus haut Rang dîvïfîble 
par le lecond , ce qui dontieroir 
la Condition (hz=:o) ^ Ton pla- 
ceroit POrigine non-feulemenc 
dans Tune des deux Affympto-^ 
tes , mais même dans les trois k 
la fors ( Pag. 164 ), & que le 
Triangle que ces trois Affymp-' 
totes rormeroient fans cela par 
leurs trois rencontres s'ëvanoùî- 
roitalorsi ce casfïngulieraparii 
à M. Newton pouvoir être en- 
core la fource d'une Subdivifion 
ultérieure , & il en a fait même 
une dernière pour diftinguer des 
autres cas celui oh d venant de 
plus à s'évanouir TOrigine de- 
vroît devenir un Centre General, 
félon que nous Tavons fkic voir 
jplushaut(?ii^.i 5). 

La féconde Subdîvifion Géné- 
rale comprend les Lignes du trori 
fiéme Ordre dans lefquelles il 
ne paroîtxjue deux Branches In- 
finies, & (jui font Hyperboliquesi 



44t, 
Sr ok Us quatçe ^^tKs tx^t)fchett 
que CCS Courbes pourroienc 4 voir 
manquent aiï conti^^irçi , niais 
parce qute 1* direâîîon de Içuf 
Aflympcotcçft devenue Imagi-' 
jûairc {P^g- i6%). CesHyper-i 
boles fom noipmççs p^r M. New-? 
ton I>éfe(aivçs ^ î çsitijfç que s 
û'ayaûc qu une AiTymptote, elles 
çn ont moins qac rHypçrbplf 
Conique y ÔC leur cpndîdpu d'e^ 
^iften^e eft que s foit on nom^ 
f>re négatif: XMVt comme f peuç 
fe craûver , oif 2jj:anquer d^^ 
leur Eqoatioff ^ 0» bien , ce qu| 
cft la même cBofeji coraipp Içf 
Ordonnées parallèles à PAlTymp» 
cote pei)YeGt n'aroir point ac 
piamécre , ou en avoir un en eff 
tct , il s'enfuit qye cette Subctis 
Tifîon en doit produire deux au- 
tres. 

Enfin la troîfiéme Sufadivifîoqi 
générale , qui fuppofe que ^ foiç 
^Qy oiSre d'abord dçux noof 
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à ^tçany ççs bien differeûs Tim cîf 
^ Vautre , à en juger au moins par 
q: _.Ies figures qui reftiltenc de ehst^ 
c cun d'eux. Lç premier eft c^ue^ 
i k Jp/çtant pas =i:(7yle plus hauc 
^ R aqg de 1^ Formule ne foit pointr 
jf diviiible par le fuivanc, & alors* 
j ( ?/^, 267 ) il doit y ?LVoir dans^ 

\ Iç Syftême propofé deux Bran-* 
f ches Paraboliques' eonjuguces> 
: îtux deux Hyperboliques 5 leur 

, ^ffymptoçe Courbe fera une P^- 

, ' rabplç Conique 3^ & ellçs tepdronr 
dçrçnir à^xis leurs extrémitéa^ 
parallel(?s z\xx, x. 

De plus, Içs Ordpnfnées pa-^ 
, rallelçs à rAffymptote pouvanr 
I ou nç point avoir , ou avoir unir 
Diamètre ^e^ilignç , ce prenxier 
membre 4e la troifîéme Subdivi- 
fîon générale fe fiibdivife encore 
f 11 deux autres. Mais fi , k étant 
I pz (?,le fécond ^ang de la Formu-% 
ledoiç manquer eflenriellement» 
1^ (ju'aiûfi 1^, f lus hia^uc Ranç rusr 
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puîffe dîfparoître feulpàr lés fupî 

!)ofitions qui fcroienc propres i 
^anéantir , en ce cas la Racine 
Double du plus haut Rang dé- 
signera dans le Lieu de la Propo- 
fée ( voy. Pag. 169), outre TAf- 
fymptote qui y a été déjà remar- 

5uée, un Syftêmede deux autres 
iflymptotes parallèles & en- 
tr*elles , & à la ligne des x , lef^ 

Quelles oïl feront diftantes l'une 
e l'autre, ou bien retomberont 
l'une fur Tautre, ou même fe- 
ront placées à une diftance ima- 
cînaîre de TOrigineifelon que la 
lettre c fera fuppofée poutive, 
ûuUe , ou négative. 

Or en ce dernier cas il ne pa- 
roîtra encore, de même qu*il eft 
déjà arrivé plus haut ( voy. P/^r. 
441 )» que deux Branches Infî- 
hies dans la Courbe : mais cela 
viendra dans le cas préfent de ce 
que la diftance de TOrigineaux 
ÀiTy mptotes des quatre éranehè|> 
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qaî manqueront fera devenue^ 
imaginaire , & non de ce que la. 
diredion de ces Affymptotes le 
ipit devenue. 

De plus , comme dans ces trois 
Subdivifions nouvelles les Or- 
données parallèles à TAfTymptote 
qui eft feule de fa direâion peu* 
yent ne point avoir, ou avoir un 
DiamétreRe<^iligne;comme d'ail* 
kurs la première, & la féconde, 
font fufceptibles de CentreGene*, 
raU ces deux confiderations peu- 
vent donner ^n'core lieu à des. 
5ubdivifions ultérieures. 
. Enfin toutes Ips Courbes corn* 
prifes dans les trois dernières 
Subdivifions font nommées paf 
M. Newton des Hyperbolifmcs 
de Se4^ions Coniques., parce que 
leurs Ordonnées peuvent Être rç*- 
gardées comme provenantes da 
la divifion d'une Ordonnée de, 
Çedion Conique p»r rAbfciffe 
cprrefpondame j Se combinant ç9 



44* 
45t!e Tiotis avons dît dïfiS lés I5ï« 

Tifions des Setaîotis Conique» 
ivec ce qtie iiotas venotoS d'ajoû* 
<er fur les trois états pàf où U 
fcttre c pôuvoic Çàffclr , on fc 
convaincra avec M. Nevronqué 
fcs Hyperbolyfmcs qtii om trois 
Aflymptotès ibnt 4es HyfM^rbo-* 
lîfmes d'Hyperbole , que c^Vkt 
^m n'ont ^^le deux AflyxApto- 
ces , dont Tune «ft Doublé , fofic 
<!es Hyperbolifrties dé Pâwbote, 
îefquels s'ils doiveiit avoir Dii- 
lirétre dtvknntnt fJpsHyperbolci 
Cubiques , &que ce«x qui d'oofe 
^qu'uiie Aflymptote fdht 4é5 Hy- 
ferboîiftîies d'EUypfe. 

Revenant maintenatit à wdtté 
Divifîon générale dont 1* premier 
fnertibfe vient d'êtte épimé,fi Voit 
fiippofc au plus haut Raftg Ho^ 
rîzontal d^e la Ptopofée trois Ra- 
cines égales , cela donnera lîeui 
en fuivant l'Ordre établi par M. 
Kt\rtoft,à diftinguertroi^nùii-? 
▼eaux Cas generauic 



r Le préhaîer de ces trdîs îîô*; 
^eatix Cas,c*éft-a-dite i le feconà 
-Cas gênerai de M- Newton fup- 
^ofe que laRàcineTripLe du J>lu« 
liaut Rang Horitoncal ue divifb 
jpoîiic le Rang ramadîatement in- 
térieur j& pour lorSjil eft évident 
<P/r^. r4« ; qu'il tie pourra y avoir 
dans le LÎeo de La Prôpôfée que 
deux Branches Ii^1înies,ierqiielleSs 
ferom néceffaifemeût Pàraboli- 
«juès 5 Jk auront pour AflTympto*- 
ce Courbe les deux Bra^scfaes 
d*u rie Parabole SecôiodèGubîque* 
Et û dansée cas oti rendoit 
l'Ordonnée pariallele à la<krnîe^ 
Kî diredion des Branches Infi-- 
nies, que de plus on tranfportâc 
iOrigine d*un point à un autre 
de la Direâricedes nouvelles Or^ 
données , & qu'on changeât la 
dirediofl dès Abfcîflfes riiêmes^ 
de façon à donner à ces nou- 
relies Ordonnées un Diamètre 
Kedi ligne , ce qui fe crouveroît 
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toujours pofEble , IL fon faHbîc 
couc cela , a'infi qu'on eo â donné 
plus kaut les moyens, laTranf* 
formée qui en refukerbitne pour- 
voie manquer d'avoir cette forme 
,lyy r=: 4x^ -4- ^x^ -4-fx-|-^ ) , qui 
;^ft celle que M. Newton donne 
•cfFedivement en ce cas 5 & on 
tpourroit même faire difparoître 
fcl membre qa*on voudrôk de 
Jon dernier Terme, en reculant 
i)u avançant à propos TOrigin» 
i"ur la Ligne des x^ 

Letroifiéme Cas gênerai de 
M. Newton a lieu lorlque la Ra- 
cine Triple du plus haut Rang 
Horizontal de la Propofée doit 
divifer le Rang immédiatement 
inférieur , & cependant n'en être 
que Racine Simple. 
, Dans ce cas on voit d'abord 
î ^^S* '74) q^^ l^ Courbe doic 
avoir à la fois deuxBrancbesPara-» 
boliques, & deux Hyperboliques 
faos Diamètre qui ayent ppur 
' Auyfeptotes 
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AUymptotes Courbes une Para- 
bole, & une Hyperbole Coniques. 
De plus fi Ton prend les y paral- 
lèles à la dernière direélion ài^% 
Branches Infinies , & qu^on place 
rOrigine dans PAffyrnptoce Droi- 
te des Branches Hyperboliques j 
TEquation de ce cas prendra alors 
cette forme Xxy^zax^ ^ bx^ -+- 
cx-^à ) , qui eft auflî celle que 
donne M.Newton: maison pour- 
roic encpre faire difparoître de 
fondernierTerme les deux mem- 
bres du milieu , fi on changeoic 
là direftion des Abfcifles^en pre- 
nant pour rapport àc mkn celui 
de I à ^, & qu'on avançât l'Ôrigi- ^ 
ne dans TAfl'ymptotede la quan^' 
tîté c. 

Enfin U feuleEfpece que ce cas 
fburniffe ell la Parabole de Def- 
cartes ou le Trident [v. jF(ç. 54.). 

Pour le quatrième & dernier 
Cas gênerai , fa condition d'exif- 
tence eft que 1^ Racine Triple da 

pp 
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plus haut Hang Horizontal Coh^ 
Racine Double du Ran^ imniç^ 
diacemenc inférieur > de force q qe 

{prenant dans ce cas ies^ paralle-< 
es aux direftions des Branches 
infinies , leCquellcs ( Pag. 1 74 ) 
doîvenç êcre Paraboliques , Çc de 
rEfpece de celles de la Parabole 
première Cubique, on parvien- 
dra par ce moyen à ùnç Equatioa 
de cette forme {y := /ix^ -+-hx^ -t- 
^AT-f-^), qui eft en eflFec celle 
que M. Newton aflîgne pour ce 
cas. Maïs nous avons déjà f^it voir 
plus haut qu^il étoît une Tranf- 
tprniacion poffible qui lui feroit 
perdre encoreles derniers mem- 
pres de foa dernier Terme , dç 
façon qu^elle fe réduiroit à TE- 

? nation ordinaire de la première 
arabole Cubique » c'eft-à-dirc* 
a celle-ci {y=: ax ^ ). 
, Et quant aux dernières Subdî- 
vîfîonsdes deux premiers Cas gc>*^ 
i)craûx en Efpecesj, nous ne noi^. 



t 



YotTrètetotis pas ici , pat êe q«iè 
d'an côté nous avons prouvé 
pius haut {'Pag. 366 ) que le dé- 
faut d'une Définition exaâe et 
ce mot Êfpece les rendroic tou- 
jours afr^craircs, & que d'ail- 
leurs les principes dont M. Nev- 
ton les a déduites iFag. 367.) 
' itant très- faciles àuCn tendre , & à 
^ fuivre,nous croyons pouvoir ren* 

* voyer nos Leéi^urs à fbn Traité > 

^ joh font avec cela toute? les Fi- 
^ gures nécèflaïrcs 5 & qu'il auroit 

^té embarafTant de joindre ici de 

HOUVferftl/ •''•-J ^ ^y ^,1 .\ 

; Noiis n'entreprendrons pas HOû 
' plus de donner les Divifiohs àè$ 

Ordré«^fii^^)éi46tîf^ troifién» 
Cie^n'eft^pas^^^^ependant que ces 
*DÇvifîafls né f^ffcm fetrotive> 
•tfttffi en emplbya'çt la même Mé^ 
thode que nous venons de fuivre z 
mais effrayés du détail immenfc 
^oii cela tious jetierôit nouscpexk 



fypf iicvoir. qqus coiKenteî ,d'a« 
!roî;r indiqué lç$. moyeftj qu'il 
faudrolt fuîvre ppar réuffir; d9A9 
iue recbèrcbe pareille. 

R E M A R QJJ E 

Vlê PôHfaitvoir que ks changemens 
J^Axes , ^ tes Tr^nJ^orts iOrh 
gine qu^on a enfeigné de faire 
dans le cours de cet Ouvrage fea^ 
vent être utiles aujji pour facili^ 

[ ter la Solution des ProfUènies it 

; , Calcul Intégral. 

M. Nevton dans fon ffxcçl^ 
htm Traité de la Quadrature 
dés Courbés a , comme oa fçaic > 
«kfeFgoé j1q9 txioy^^de/ r^uiff^ i 
écs Qoadraiuref : V^î^iiïîpMs.Jep 
-Qoadratares <fe iomts \f^ Gwr 
«besdcnt les Ëqu^ii^m P>ffe[enr 
tiellcs ne contktviroieai; queuai^r 
Termes. Or puifque nos .Mé^bo*^ 
^icrpeuvem: fecyîrà.rodpi»^?^ 
pluueiir} cas à crois Termes des 
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13iffef6ntieUes qui en âuroîeflf 
quatre, cinq, fix, & même jus- 
qu'à fept , il s'enfuit que ces Mé- 
thodes pourront être employées 
mifement dans la Solution de dif- 
férens Problêmes de ce genre > & 
«n gênerai toutes les fois qu'une 
Différentielle ne fe trouvera pas 
fous une forme directement In- 
tegra ble , ît fera à propos de la 
transformer de la manière que 
nous avons décrîte^^ Pag. 340 ) >. 
c*eft-à-dire , le plus généralement 
qu*il fe pourra en lui confervant 
néanmoins toujours des Coor- 
données Droites, ou même, dans 
certains cas panicùliers qu^on dif- 
cernera aifément, d*une façon en- 
core plus nmple,pour voir enfuite 
fi une détermination convenable 
d^s quatreindéterminées que cet- 
teTransformatîon aura introdui-r 
tes ne pourra point faire acque* 
rîr à îa Propofée la forme Inte- 
grablequ*eile n*avok point aupa- 
ravant. 



Hé 

, Cet Qfjige de nos Méthodes 
feft fi facile à comprendre <\u% 
feroit ini^cUe d'en taire ici T^t^ 
plicacioa à des Exemples. p>iir 
leurs nous aurons occafion; dç 
rexpliquer plus au long d^ns uf 
Ouvrage fur le Calcul Intégral 
dont nous avons déjà parlé à 
la Page 305 » & où il trouver^ 
jDaturellemenc f^ place. 
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dJ^'/i» 'divii>mre.fjin4li)iie''^iHi '.a -été 

' /« Diffirintiàtkm ftriéet £'uné-numttre 

^_Trj,jisftrm0tXon .^ui feroit ffopre ft 

tranffortèr t Origine 3^ une CoUrbè da^s 

•i un P^ntjptèleM^ tfii jfiâit Jt cetit 

Cmrbe. ;.:.., -•• 

' î'.Un'memtre deDîfferentîelle lequel 
contiendtoit )^f d*' ày' doit provenir 
de la r^^"" - Dîffeireitttttton d'un 
nicmbti -d'M^grale , Jfiqùst comien- 

droh*^+^ /•■*•'. - 

- 1**. Chaque incmbre ^'Intégrale 
pouvant fournir deux parties à la pre- 
mière Ditfb^niiçWe a. châCttn? de ces 
^x parties eii-ponvatu.ia4m^r deusi 
autres à U feeoiwfe piffercmiel le , *: 
aînf?defan:e/on<ràîc cbhçfùre de-l$ 

^^ la. î^?^^ Différentielle d'un 
^yl membre d^întégrale fsmunginérd 
être compofce d'un nombre àt paiti^ 
exprimé p^r > 









jf^/Oir prouvera cTun^é nniaiîtére affifc 
logue à xclIBddiîEod féJcff pour dé* 
couvrir les Coefficient dçs diferentei 
FuKTances. entières .d'un fiinome. que 
de ces i/"*"' f^arcies iine pourra y ea 
avoir qu^une qui contienne dx^'^' , 
que rr+i 4; qui contieilneftc d;ir: -I- *— i 

ûy , que ^tj^-^';. - i!^'T:7 qui eontian- 

iientdAff+*'~* d7*...&C5de façon 
que celles qui contiendront d^'' iy ' de- 
vront être en nombre exprimé par 

4^. Mais,fi^eftie;Coefficîent4u mem« 
bre de l'Intégrale , çhacude deccsdjei:* -^ 
niéres par t ies atyra pour Coyj fcient^^x 

{Donc le Coefficient complet dç leur 
Somme totale fera celui-là multiplié' 
par le nombre que nous venons de 
fiapporten . 

5^ Un membre delà Transformée? 
qu'on auroit en fubftituatit /> -4*7^/»'^ & 
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457 ^: 

^^-. mu {Tag. 7. ) , ou hîenp-^Zf 
& y H- /^ ( ?45^. 1 5 6.) au lieu de .V, 
& de^, un tel membre s'il pon- 
tcnok p^q,^^' m' u'^', ou bien 
ff q&!L\u' , devroit provenir du 
membre de la Propofée ou fe fe- 
jroîp trouvéx>'+''7* + S &>fi celui 
de la Propofée ^yoit ^ pour Coef- 
ficient , celui de la Transformée 
auroic de fon côté pour Côefft-s^ 

cient Ay. -. 



•— ^— ^ ' — - 

&C. r. I, 2. }.,... .r 

^ — ^. Donc les differens mem- 
&c. s. 

bres de la Spmme des J)ifmn^ 
tielles , & les mecnbrcs analogue? 
de la Tran&Éormée dont nous par- 
laiis prpvienn^w des mêmes 
membres de la Proppfée , & pour 
avoir ceux-ci il faut divifer ceux- 
là par l£$ noj^res c , i. x , i . t^ 
j> I. X. 3. 4*w&Cr CQ. F.D* 



ATTROBATfOlSr. 

J'Ai lo par ordre de M, le Chance- |] 
lier un Manafcric intitulé : Vfag:s 
de VAnalife de Dcfcétrtej four désomyrir 
fans lefecBurs du CalcklDifferemiel lesPto^ 
friités OH Agcâims frincifates^des Lignes 
Géométriques de tous les Ordres ;■ par M. 
TAbbé DE GUA , Se je jugp que cet Ou- 
vrage même d'être imprîfné. A Paris 
le } Novembre 1739. 

U PK.IVAT, DB MOL 1ER tS» 



FKiyiLEGE JyU ROI. 

LO U I s , par la grâce de Dieu . Roi de France & 
de Navarre , à nos amez & fcauz Coareillers , les 
Geni tcnans- nos Cours de Parlement , Maitrtfk des Vte* 
-quêtes ordinaires db notre Hôtel,Gfand Coofeil, ^rev&c 
de Paris, BailliCs , Sénéchaux , leurs Lieuctnans Civâs, 
& autres nos Jniliciers quil appartiendra , Salut. Notre 
bien-atné le Sieur Abbé sb qua nous ayant fah remoii- 
ticr qii.*ii foulMiteroirfairelnipcimer & aofiner^niPablic 
un Ouvrage de fi compofitiou , qui a pour titte Vfagtt 
de VAnaljft de Dffcmrtes^, &e, par le^lit Sièur di au a , 
s'il nousplaKoit lui accorder nos L'eçrres de Privtle^ 
fur ce aéceÛTaires , offrant pour cet cffet'ile le faire ii»- 
primer en boa papier , Se beaux caraéVer'es , fuivanc fa 
f.iiilic imprimée fifattïtchee |)OurmûdeleToua le'cooc^ 
icel dès Préfentes ^ à ces caufes., voulant traii er favora- 
blement ledit Sieur Exilant , Nous Inf avons peàïiis 
& permettons par ces Préfentes de fii|re imprimer ledit 
Ouvrage ci - rieiTus fpecifii , conjointement, ou feparé- 
aient,& autant dcfoisqiie bon loi femblera, -6t de le 
faire vendie,St débiter par tout notre Royaume pendant 
ie tems de neuf jttiaéet con&ciitives , à comptes du joiir 



«!c Ui date defclites Pré feiv es, Faifons dé fenfes à teufW 
fones de pcrforines de quelque qualité & condition quf- 
ellesfolcnt, d*cnîncfoduieri*itnpreflîon- étranger» dai\s 
aucun lieu de notre obc ifTance , comme aufB . à toAs 
iinpriineùrs .Libraires, iSc autres d'imprimer, faire im,- ' 
piimer , vendre , faire vendre, débiter ni contrefaire le- 
dit Ouvrage ci-dcirùs exf^liqué en tout ni en partie , ni 
d^en faire aucuns Extraits fous quelque prétexte ^e ce 
foit d'augmentation , correâion , changemeiu âc tirrc*, 
ou autrement , fans la permiflion expre/Te & par écrie 
dudit Sieur Ezpofant , ou de ceux qui auront droit de 
lui , à peine de corififcari^ù des EJrempWi're'i contrefaits, 
>de trois mille livres d'amende* contre chacnri ttes con- 
ti-evenaas,dont un tiers à- Nouir, usi tîers h l'Hotçl Dieu 
d9 Pari» , i'autJrc titrs àùdir Sietnp ExpoftBr , & de tons 
dépens , donlmages & intérêts; à la chatge «Jue ces Pr^- 
ièntes feront ènrcgiftrées tout an long fur le ïlegiiûre de 
la Communauté cres Libraires , Si Imprimeurs de Pàôç 
dans trois mois de ladite d'kelles ; que l'ini^reffîoh w 
cet Ouvrage fôf a faite dirrrs nôrfe Rôyaume,& Tion 'ait- 
leur»; Se que l'Impétrant fe'coifformera'eft t(yutaùk ïlié- 
glemcAsde fa Librairie, Scnûramnient'à celtui cfn ïo. 
Avril 1725 , fc qu'avant que de l'expofer en ^^tîe , îe 
Manufcrit ou Imprimé qui aura fetvi de copie à l'im- 
preflion dàdit Oiivri^e , -'£efa remis dans^ le même état 
où l'approbation y aura été donnée es mains de 
notre très - cher & féal Chevalier le Sieuv d'AguefTeau , 
Chancelier de France , Commandeur de nos Ordres ; 
2c qu'il en fera enfuite remis deux Exemplaires dans 
notre Bibliothèque publique , un dans celle de notre 
Chilteau du Louvre , & un dans celle de notredit'très- 
chcr 8c féal Chevalier le Siciu: d'Aguefieau , Chance- 
lier de France , Commandeur de nos Ordres ; le tout 
a peine de nullité des Prefentes. Du contenu def- 
quelles vous mandons. , Se enjoignons^ de faire jouir 
kdtt Expofant , ou fes ayans - caufe pleinement Se 
paiûbleraent , fans foufTrif qu'il leur» foit fait au- 
cun trouble , ou empêchement. Voulons qu'à la copie 
defdites Prëfemcs , qui feia imprimée tout au lon|^ au 
commencement , ou à U "fTn dudit Ouvr.^ge , foit te- 
nue pour du'ément iignîBce , Se qu'aux, copies cetta- 
tionnéès par Tun de nos amcs Se féatix Conféiirers 
le Secrétaires foi i^c ajoiJtée comme à l'OxigiuAl. 



Cj««w»«»<«<>n» w premier notre HQaiîer.on Jérfent le 

«rfceflitrei . Émi demander autre permiffion. & nono^ 
««nt Clameur de Haro . Chane Normande . & Let^ 

r«^ «n?^''"* J""'''' °»« <•« Décembre .'aa 
î S^ ^ "^ ""* tteme-neaf . & de notre repe 
je wnjt . cm^uteme. Pat te Rot en fon Coatâl * 

SAINSOtr. 
'^«» O- Imprmtmn dt wmdrt. dtUttr . & fart 
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